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RESUMO

Estudamos solugoes periddicas para a Equagao de Schrodinger nao linear (NLSE)
? 2
- rr 9 t 9 t ) t - h 5 t .
5 Yoo (@5 8) + glu(z, ) "u(z, 1) = ihu(z, t)

Em particular, estudamos o problema de Cauchy

ihuy + Uze = glul?u, |B|=2m|=1 ¢ <0, (z,t) eRx R
U(I,O) = U = §Z§($) € H;Ll)er([()’L])

associado a solugoes do tipo onda viajante periédica. Estabelecemos os resultados de boa

colocagao global e mostramos a existéncia de ondas dnoidais que satisfazem a EDO

Cbg _w¢w _g¢i = 0.

Além disso, estabelecemos os resultados de andlise espectral para os operadores associados
a EDO acima via teoria Floquet. Com esses resultados, mostramos a estabilidade dessas
solugoes em ngr([o7 L]) para perturbagoes arbitrarias dos dados iniciais. Por fim, inter-

pretamos os resultados matematicos do ponto de vista fisico e avaliamos o comportamento

das solucoes associadas ao termo de nao linearidade g.

Palavras-chave: <equacao de Schrodinger nao linear>, <solugoes exatas>, <estabilidade>,

<aspectos fisicos e matematicos>.



ABSTRACT

We study periodic solutions to the nonlinear Schrodinger Equation (NLSE)
2
—%um(x, t) + glu(z, t)Pu(x, t) = ihuy(z, t).

In particular, we study Cauchy’s problem

ihuy + Uze = glul?u, |B|=2m|=1 ¢ <0, (z,t) eRx R
U(I, 0) = Uo(b(l’) S H;erqoa L])

associated with periodic traveling wave type solutions. We establish the global well-

placement results and show the existence of dnoidal waves satisfying the ODE

Cbg _w¢w _g¢i = 0.

In addition, we establish spectral analysis results for the operators associated with the
above ODE via Floquet theory. With these results, we show the stability of these solutions
in ([0, L]) for arbitrary perturbations of the initial data. Finally, we interpret the

mathematical results from a physical point of view and evaluate the behavior of the

solutions associated with the nonlinearity term g.

Keywords: <nonlinear Schrodinger equation>, <exact solutions>, <stability>, <physical

and mathematical aspects>.
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1 INTRODUCAO

Em 1926 o fisico-matemético Erwin Schrodinger propos, (SCHRODINGER), |1926)),
uma equagao fundamental para a descricao de sistemas atomicos em regimes nao relativis-
ticos, baseando-se numa modificagdo da equacao da onda, a qual é

2

1)
—%Au(f, t)+ V(Z, t)u(Z, t) = ihu (T, t), (1.1)

onde u : R — C, d =1,2,3 é a funcdo de onda, V(Z,t) : R x R — R é um campo
escalar, chamado de potencial, que é associada a descrigao fisica do sistema, m a massa
da particula e h é a constante de Planck reduzida. Essencialmente, a funcao de onda,
introduzida por Louis de Brooglie (WEINBERGERI 2006), é apenas um objeto mateméatico
desprovido de sentido. No entanto, a quantidade ||u(Z,t)]|? é dotada de sentido fisico,
sendo esse a probabilidade do ente fisico estudado estar na posicdo 7 e no instante de

tempo t.

De fato, a equacao (|1.1) permite a descrigao de diversos sistemas fisicos, em

particular hé casos para campos escalares independentes do tempo V(%) que ja foram
resolvidos, inclusive, de forma analitica (SAKURAI; NAPOLITANO, 2013]).

No entanto, com o despontar dos estudos em Mecanica Quantica (MQ), varios outros
sistemas fisicos comegaram a tornar-se relevantes, em particular, os Condensados de Bose-
Einsten (BECs). Esses condensados, consistem de gases resfriados a temperaturas préximas
ao zero absoluto, assim, permitindo que alguns efeitos quanticos sejam perceptiveis em

escala macroscépica.

Entretanto, os BECs parecem obedecer a equacao . Uma vez que a inclusao de
baixas temperaturas atua de forma conflitante entre as leis termodinamicas e o principio
de incerteza de Heisenberg. Nesse sentido, os efeitos quanticos e de temperatura, levam
o sistema a apresentar nao linearidades. Dessa forma, a equacao linear de Schrodinger
torna-se imprecisa para a descricao desse tipo de sistema. Entretanto, podemos generalizar
tal equagao para incluir os efeitos nao lineares, assim obtendo

—Z;Au(f, t) + V(& )u(, t) + glu(@, 1) Pu(Z, t) = ihuy (T, 1), (1.2)

onde, g € R é um parametro associado a nao linearidade do tipo ctubica.

A equacao (|1.2]) mostra-se de interesse tanto por seus aspectos fisicos, quanto mate-
maticos. Uma vez que, suas aplicabilidades transcenderam os condensados de Bose-Einsten
e hoje perpassam por aplicagoes em Optica quantica, sistemas integraveis (GERDJIKOV]
SAXENA| 2015)) e modelos anédlogos de gravitacao (BEKENSTEIN et al., [2015). Por

outro lado, casos particulares da equagao (|1.2)) com outras nao linearidades vem sendo
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estudados de forma extensiva em Andlise Matematica. Nesse contexto, a determinacao e

estudo qualitativo de solugoes destacam-se como os grandes interesses dessa comunidade.

Assim, a equagao (|1.2)) torna-se essencialmente rica para estudo. Tendo isso em
vista, nesse trabalho buscamos fazer um estudo introdutoério de um caso particular da
equacao de Gross-Pitaveskii, a qual é dado por

2
—;num(x, £) + glu(z, t)[Pulz, £) = ihuy(x, t), (1.3)

onde = é a coordenada espacial e o potencial V(x) é identicamente nulo. Em particular,

para |h| = |2m| = 1 temos a seguinte equagao
— Uy (z,1) + glu(z, t)Pu(z, t) = iu(,t), (1.4)

que usualmente chamaremos de equagao de Schrodinger Nao Linear (NLSE). Ademais,
grande parte do trabalho serd voltado exatamente para o estudo da equacao ([1.4]), salvo
casos especiais onde empregaremos (|1.3]).

De fato, ha uma extensa bibliografia com aplicacOes fisicas relevantes para a equacao
(1.4). Em particular, destacam-se os trabalhos (BURGER et al.| [2002)) e (BURGER et al.,
1999)), que mostram a existéncias de solugdes do tipo séliton para a NLSE. Além disso,
essas solugoes sao associadas a pulsos de luz emitidos em uma regiao do espago numa fibra
6ptica. Por outro lado, trabalhos como (BRONSKI et al 2001 mostram que a NLSE é
associada a descricao de estados fundamentais de um géas de Bose-Einsten, no entanto,

para esses sistemas as solugoes da NLSE sao periddicas.

Nao apenas isso, mas no trabalho (Angulo Pava, 2007), Angulo estabelece uma
série de resultados matematicos para ondas periddicas associadas a NLSE. Inclusive,
estabelecendo que solugoes peridédicas dessa equacgao sao estaveis para perturbagoes dos

dados iniciais.

Entao, tendo em vista a riqueza fisica e matematica da equagao (|1.4)), estudaremos
nesse trabalho aspectos fisicos e matematicos dessa equacao. Em especial, nosso foco serd
a determinacgao de solugoes explicitas para a NLSE, as quais serao obtidas a partir do

seguinte perfil de solucao
@, t) = ¢(x, 1), (1.5)

onde ¢(z,t), p(z,t) : R x R — R sdo fungdes com certa regularidade a ser especificada
para o determinado problema. A partir disso, imporemos condi¢oes que permitirdao nos

focar apenas nas solugoes do tipo onda viajante periodica.

De fato, as solugoes do tipo onda viajante periddica para a NLSE sao extremamente
relevantes tanto do ponto do vista fisico (HAFEZ, [2016) e (MEZA| 2015|) quanto do ponto

de vista matematico (Angulo Paval 2007)).
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Além disso, o estudo dessas solugoes requer o uso de teorias matematicas robustas,
em especial, a Teoria Floquet. A qual, possui inimeras aplicagdoes em varias areas da fisica,
como a Teoria Quantica de Campos em Espagos Curvos, Matéria Condensada e Mecanica
Quéantica (RODRIGUEZ-VEGA; LENTZ; SERADJEH, 2018) e (MORI, |2022).

Em particular, para esses tipo de solugao, exploraremos o seguinte problema de

Cauchy

iy + Uge = glul®u, (z,t) ER xR, g <0
u(x,0) = uo = ¢(x) € Hy, ([0, L)),

per

estudaremos os resultados de boa colocagao local e global, mostraremos a existéncia de
ondas peridédicas dnoidais, com uso das funcgoes elipticas de Jacobi, faremos a analise
espectral do operador linearizado associado ao problema e, por fim, mostraremos que as

solugoes obtidas sao estaveis.

Com fins organizacionais, bem como, com intuito de resumirmos o que seré feito

ao longo do texto, vamos apresentar uma sucinta descricao do trabalho a seguir.

« No Capitulo [2] intitulado por preliminares, apresentaremos as bases matematicas
que permitirao que os resultados para a NLSE sejam desenvolvidos. O capitulo sera

subdivido em quatro partes, sendo essas

— Na Secao apresentaremos resultados gerais, os quais versam pela Analise

Funcional e teoria das Equagoes Diferenciais.

— Na Secao apresentamos rudimentos da teoria dos espagos de Sobolev perio-
dicos. Em particular, é abordado o caso para s € R e comenta-se o caso em

que s € Z, como particular do anterior.

— Na Secao ¢é apresentado, em linhas gerais, as fungoes e integrais elipticas de
Jacobi de primeira e segunda espécie, que serao utilizadas ao longo do texto.
Ademais, discute-se sobre a periodicidade das fungoes elipticas e sobre algumas

propriedades que sao satisfeitas por essas fungoes.

— Na segao apresentamos alguns elementos da Teoria e operadores. Em
particular, nos ativemos a defini¢oes de operadores fechados e a caracterizacao

do seu espectro.

— Na Segao introduzimos a Teoria Floquet para a andlise espectral de operado-
res de Hill. Ademais, também introduzimos a nova versao da teoria apresentada
em (NATALI; PASTOR 2014)), a qual é efetivamente empregada nesse texto.

+ No Capitulo [3, obtemos dois resultados para a NLSE. Em particular, estabelecemos

o problema de Cauchy associado a NLSE para solugoes periddicas. Posteriormente,

16



conseguimos garantir o resultado de boa colocacdo local em H,, ([0, L]) para s €
R seguindo as ideias de (IORIO et al., [2001). Posteriormente, usando algumas
quantidades conservadas obtemos a boa colocacéo global em H},,.([0, L]). Por fim,
obtivemos a soluc¢ao peridédica na forma de uma onda dnoidal e discutimos alguns

aspectos fisicos relevantes.

No Capitulo [d] dedicamos nossos esforgos a andlise espectral dos operadores lineari-
zados associados a NLSE. Para isso, empregamos a nova versao da Teoria Floquet
apresentada em (NATALI; PASTOR, [2014). Além disso, mostramos alguns resul-
tados de positividade para esses operadores que sao de extrema utilidade para a

garantia da estabilidade das ondas dnoidais.

No Capitulo 5] estabelecemos o resultado de estabilidade para solugées periddicas
da NLSE. Em linhas gerais, o desenvolvimento segue como um estudo da secao 4 do
trabalho (Angulo Paval 2007).

17



2 PRELIMINARES

Nesse capitulo, introduziremos brevemente algumas defini¢bes e resultados mate-
maticos que serao empregadas ao longo do texto. Dada a generalidade dos resultados, em
cada secao seguinte introduzimos brevemente as referéncias associadas as defini¢oes, lemas

e teoremas que seguem.

2.1 DEFINICOES E RESULTADOS GERAIS

Nesta secao, apresentamos alguns resultados gerais de andlise funcional e da teoria
de equacoes diferenciais. Esses resultados podem ser vistos mais detalhadamente nas
seguintes literaturas (KREYSZIG), [1989) e (FIGUEIREDO D.; NEVES, |2015).

Defini¢ao 2.1. (Algebra de Banach) A é uma dlgebra de Banach se

(1) A é um espago de Banach, munido com norma || - || e definido sobre um corpo K que

pode ser R ou C.
(17) Eriste uma operagdo fechada

X AxA — A

(x,y) — z=zxxy=uxy

onde x,y,z € A, chamada de multiplicacdo, tal que as sequintes propriedades sao

satisfeitas para para todos x,y,z € A e k € K,

(a) z(yz) = (xyz), isto €, a operagio X € associativa
(0) (x+y)z=2z+yz,
(€) a(y +2) = wy + a2,

(d) k(zy) = (kr)y = x(ky).
(i1i) Existe um elemento e € A tal que ex = x para todo x € A e |le]| =1

(iv) Para todos x,y € A vale que

lzyll < ll=[lllyll-

18



Observacao 2.1. Ao longo de todo o texto, sempre que denotarmos K, estaremos nos
referindo a um corpo que pode ser R ou C. Além disso, convencionaremos que todos os
espacos vetoriais empregados nesse trabalho estarao definidos sobre o corpo K. Sendo
especificado o corpo R ou C, apenas, em casos onde realmente se faz necessdrio e hd

influéncia direta nos resultados que estaremos desenvolvendo.

Teorema 2.1. Seja f : R = R uma funcao de classe C™° e periodo minimal L. Entdo,

todas as derivadas de f sao L—periodicas, isto €,
(@) = f™ (@ + L). (2.1)

Demonstracio. Facamos inducao em n. Com efeito, para n = 0 temos f = f que é o caso
trivial e o resultado segue da hipdétese do Teorema. Assumamos a hipotese para n = k,
isto é,

FO () = 1O+ L)

Agora, provemos para o caso k + 1. Com efeito, derivando a expressdao acima temos
(fP(2)) = (fP@+ L) = fE(2) =[S+ L) (e + L) = f*V (@ + L).
Portanto, segue, por inducdao em n que f"*+(z) = fO+D(z + L). [ ]

Lema 2.1. (Lema de Gronwall) Sejam o, e § fungoes continuas definidas em um
intervalo I = (a,b), tais que 5 >0 e

S@) < a@)+ [ Bls)(s)ds. (2.2)
Entao
i) < +/ { f pludu) g (2.3)
Demonstragio. Ver (FIGUEIREDO D.; NEVES, 2015). ]

Proposicao 2.1. (Desigualdade de Hélder) Seja S um conjunto ndo vazio, ¥ uma

o—dlgebra e i uma medida. Considere o espago de medida (S, %, p) e seja p,q € R tais
1

que l <p<ooel<qg<oocom——+—=1. Suponha que S seja o espaco das fungoes

p
mensuraveis a Lebesque, entao, para f € LP(u) e g € Li(p) vale que

1+ glls < 11 fllp+ llglla- (2.4)

A desigualdade (2.4) € chamada de desigualdade de Holder’s.

Demonstragao. Ver (KREYSZIG, |1989). [ |
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Proposigao 2.2. (Desigualdade de Minkowski) Seja (V,||-||v) um espago vetorial normado.
Entao, dados f,g € V wvale que

I1f+gllv < WIfllv +llgllv- (2.5)

A desigualdade (2.5) é chamada de desigualdade de Minkowski’s.

Demonstragao. Ver (KREYSZIG, |1989). [ |

Teorema 2.2. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
integraveis que converge p-q.t.p. para uma funcdo real mensuravel f. Se existe uma fungao

integravel g tal que | f,| < g para todo n, entdo f € integravel e
/ﬁMZﬁ@/ﬁ@
Demonstragio. Ver (MEDEIROS; MELLO) [1989)). [ |

Teorema 2.3. (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Seja C um espago métrico completo.
Suponha que a aplicagio ® : C' — C' continua é uma contragao, isto €, existe uma constante
0< k<1, tal que

d(®(g1), P(g2)) < kd(g1,g2),

para todos os g1, go € C. Entao, existe um, e somente um, g € C, tal que g = P(g).

Demonstragio. Ver (HONIG, 1976). [

2.2 ESPACOS DE SOBOLEV PERIODICOS

Nesta se¢ao, introduziremos brevemente o conceito de Transformada de Fourier
para funcgoes periddicas e definiremos os espacgos de Sobolev periddico, que serao usados

nos capitulos seguintes. A maior parte dos resultados contidos aqui podem ser encontrados
em ([ORIO et al| 2001)) e (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK] 2019)).

Definigao 2.2. Seja Q2 um aberto de R. Representaremos por LP(2),1 < p < 400, 0
espago vetorial das (classes de) fungoes mensurdveis a Lebesque f: Q — K, onde K =R

ou K =C, tais que

1
|w||Lr) = (/Q |u(a:)\pdx>p < oo, sel <p<+oo

ou

||| Lo = supess|u(z)| < oo, sep= +oc.
e
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Proposigao 2.3. O espago normado (L”(Q), | - HL;O(Q)) é um espago de Banach. No caso

p=2,L*(Q) é um espago Hilbert, munido do produto interno

(f. @) = | Fa)g(@)de, 91, g € LA(Q).
Definicao 2.3. Seja L > 0 um nimero real fixado. Denotemos por P = C. = C% ([0, L])

per per
o conjunto de todas as funcoes f : R — C, que sao infinitamente diferencidveis e

L—periodicas.

Definicao 2.4. Designemos P’, o Espaco das Distribuicoes Periddicas, como sendo o

conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos de P em C. O wvalor de ¢ € P’

2TikT

em ¢ € P € denotado por ¥(p) = (1, p) Consideremos k € Z e a fung¢io O,(x) =e T,
para todo x € R.

Definicao 2.5. A Transformada de Fourier de 1) € P' € a fungdo QZ : Z — C, dada pela
lei de formagdo

~ 1

¢(K> - Z <1/]’ @—H> 7v"{ € Z.
Definicao 2.6. Fizemos p real, de modo que p > 1. A fungio ¢ € LP([0, L)) define uma
distribuicao periddica. Neste caso, b € P’ com

(Y, 0) = /OLw(x)@(ﬁ)dx,Vgo cP.

Desta maneira, a Transformada de Fourier da fungao v € LP([0, L]) é dada por

1 L 271'7,mx
:f/ b(z) dz, Yk € 7.
L Jo

Definicdo 2.7. Dado s € R, definimos o espago de Sobolev H?, ([0, L]) como sendo o

per

conjunto de todas as distribuicoes periodicas f € P, de modo que

£ s (oL = L Z (1+|l€|> 1F (k)] < o0

per
R=—00

Proposicao 2.4. O conjunto H?,.(]0,L]) é um espago de Hilbert, munido do produto

per

nterno

oo =L Y (1+16)° FR)500), 1,9 € He.([0, L))

K=—00

Definigao 2.8. Definamos L2, ([0, L]) = H),, ([0, L]). Por sua vez, o conjunto L2,.([0, L])

per

¢ um espaco de Hilbert, munido do produto interno

(F. 9z oy = [ T@)g(a)dr, ¥ g € L, (0. 1]).

Além disso, para todo s € R, (HS ([0, L]))l, o dual topoldgico de H?,.(]0,L]), é isome-

per per

tricamente isomorfo ao espago H ([0, L]). Se f € H ([0, L]) e g € H;..([0,L]), o par

per per
dualidade € representado por
s (o) =L > Ji

(L2 9 s (0.0, 015 2
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Observacgao 2.2. Por vezes, o espago H,,, ¢ definido para s € Z. Em particular, nesse

caso temos s = m € Z" e sob essa condigio, o Espago de Sobolev H], ([0, L]) pode ser

interpretado como o conjunto das distribuicoes periddicas f € P’ tais que

f9e L2, ([0,L]),Vj € {0,1,...,m},

onde fU) denota a j-ésima derivada de f, tomada no sentido de P'. A norma

1

L5 (00 ) Vf € H(0. 1)

1S | ez, c10,) (Z Hf

¢ equivalente a norma de H? ([0, L]) apresentada acima para indice geral.

Teorema 2.4. (Imersées em espagos de Sobolev) Sob certas condigoes, € possivel obter

algumas imersoes entre entre os espagos Hy. ([0, L]). Em particular, vemos que

(1) Sempre que s > r temos que

H:, ([0, L)) < H" ([0, L]).

per per
(1) Em especial, para cada s > 0, temos

H:_([0,L]) < L2, ([0, L]).

per per
(1ii) Para s =1, obtemos ainda a sequinte cadeia de imersoes

H' ([0, L]) <> LP: ([0, L]) <> LP2 ([0, L]),¥py, p2 € [1, +00], pa < p1,

per per per
no ultimo caso, para 1 < p < 0o, adotamos a sequinte convenc¢do sobre o espaco

Liper (0, L])

per

Lp.([0,L)) = {f; f € uma fungio L-periddica e f| ; € Lp([O,L])}

per

120z = W llzeqoy,  VF € Ly, ([0, L]).

Demonstragio. Ver (IORIO et al. 2001)). [ |

Teorema 2.5. (Desigualdade de Gangliardo-Nirenberg). Seja q e r dois nimeros positivos
tais que 1 < q,r < 400, j,m dois numeros inteiros nao negativos de modo que j < m, p
um numero real com p > 1 e k € [0,1] de modo que a sequinte relagio:

1 ) 1 1-—
:‘7+,€<—m)+ "L ck< (2.6)
p n r n q m
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seja satisfeita. Entdo, vale que

[ D74, gy < C 1Dl ey sl i (2.7)
para todo u € L (R™) tal que D™u € L™ (R™).
Demonstragio. Ver (CAZENAVE, 2003)). [

2.2.1 Convencao sobre a notagao

Ao longo dessa secao, fica evidente que para correto emprego dos espagos de
Sobolev periddicos, é necessario termos uma notacgao igualmente poderosa. Tendo isso
em vista, vamos definir algumas convengoes sobre essas notacoes. Com isso, obteremos

desenvolvimentos mais limpos ao longo do texto, essas convengoes sao

(C1) Para o espago Lb_ ([0, L]), convencionamos sua norma por

I Nzeqo.ey = 1 - Ml s L2([0,L]) — K
o= oy = 11 e

e o seu produto interno

<'7'>LP([07L]) = <'7'>LP : Lp([O,L]) X Lp([0>L]) - K
(fag) — <f7 >LP ([0,L]) = <f7 >
No caso particular em que p = 2, usaremos apenas que || - |z = || - || e que
<'7'>L2 = <’>

C?2) Para o espaco H? 0, L s convencionamos sua norma da seguinte forma
per g

m(o.ny = |- lls  LP([0, L]) — K
f = |If]

3. (0.)) = [ f]]s-
e o seu produto interno

(o Vo = (o )e t Hpe ([0, L]) X Hp ([0, L]) = K
(fag) — <fvg>H5 ~([0,L]) E<fg>

2.3 FUNCOES ELIPTICAS DE JACOBI

Nesta secao, estabeleceremos algumas propriedades das integrais elipticas de Jacobi.
Uma descrigao mais detalhada pode ser encontrada nas referéncias (BOWMAN]| [1961a) e
(BYRD; FRIEDMAN| 2012).
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Definig¢do 2.9. Sejam ¢ € [0, g} ek € (0,1). A integral eliptica do primeiro tipo é

definida por

= F(p, k)

/y dt :/w do
o -2y —ke2) o1 k2sin®(g)

onde y = sin(y). A integral eliptica do sequndo tipo é definida por

y |1 — k%2
J \/:dt: V- R sin(0)do = (g k).

O nidmero k é denominado o mddulo da integral eliptica e o nimero k' = /1 —k2? é
denominado o modulo complementar a k. O parametro ¢ é chamado o argumento da

integral eliptica.

Definicao 2.10. Como 0 < ¢ < 7, temos que 0 <y < 1. Sey = 1, as integrais elipticas

da Definicio sao ditas completas. Neste caso, escrevemos

m
1 -
/ dt :/2 d¢ EF(W,k>EK(k)EK
0 JA—8)(1—k22) S0\ /1 k2sin?(g) 2
e
1 — k%2 i T
ST = /2 V1 — k2sin?(¢)do = E ( k) = E(k) = E.
11—t 0 2
- . . T L _
Proposigao 2.5. Vemos que kli%i K(k) = kligh E(k) = 5 klg{lﬁ E(k) =1 elimy - K(k) =
+00.
Demonstragio. Ver (BOWMAN| [1961D). [ |

Proposigao 2.6. Para cada k € (0,1), E(k) < K(k) e, sao vdlidas as sequintes identidades

dK _E—}K_E-(1-K)K  dE_E-K
dk kK2 k(1— k) e~k
Demonstragio. Ver (BOWMAN| [1961D). [ |

Defini¢ao 2.11. Para y, € [0,1] e k € (0,1), consideremos a integral eliptica,

= F (¢1,k)

(g ) E/yl dt :/m do
’ 0 \/(1 —2) (1 — k2t2)  Jo \/TSHPW)

onde p, € {0, g} satisfaz y; = sin(p1). Para k fizado, u € uma fungdo estritamente
crescente na varidvel y;. A inversa da funcao u, para k firado, define a funcao senoidal,
que € descrita por sn(u, k) = sin (p1) = y1 e p1 = am(u, k) (a fungio am(u, k) é chamada

fungdo amplitude de w ). Podemos escrever ainda, y; = sn(u) quando nao é necessdario
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enfatizar o modulo k. As outras duas fungoes elipticas bdsicas, as funcoes cnoidal cn e

dnoidal dn, sao definidas em termos de sn da sequinte maneira:

en(u, k) \/1 —y? = \/1 — sn?(u, k)
dn(u, k) = \/1 — k2% = \/1 — k2sn?(u, k).

Proposicao 2.7. As funcoes elipticas de Jacobi satisfazem as sequintes propriedades:

e dn(0;k) =1,cn(0;k) =1 e sn(0;k) =0
e As fungoes dn(-, k) e cn(-, k) sao pares e a fungdo sn(-, k) é impar,
e As funcoes elipticas sao periodicas. Em especial tem-se

sn(u + 2K, k) = sn(u)
en(u + 4K, k) = cen(u)
dn(u + 4K, k) = dn(u).

Y

)

e Para k € (0,1), estas as fungdes satisfazem as sequintes relagoes:

n?(u; k) + cen?(u; k) = 1, K% sn?(us k) + en®(u; k) = dn?(u; k),
k*s*(uj k) + dn?(u; k) =1, -1 < sn(u; k) < 1,—1 < en(u; k) < 1,
k? <dn(u;k) < 1,sn(u+2K;k) = —sn(u; k) e cn(u+ 2K; k) = —en(u; k).
e Temos ainda que sn(0,k) = cn(0) = cn(K) =0 e sn(K) = 1.

e Os casos assintoticos das funcoes elipticas para a varidvel k sao tais que:

lim sn(u,k) = sin(u),
k—0+
lim sn(u,k) = tanh(u).
k—1—

o As derivadas das fungoes elipticas sao:

" sn(u) = cn(u)dn(u)
aicn(u) = —sn(u)dn(u),
aialn(u) = —Kk’cn(u),sn(u).
Demonstragio. Ver (BOWMAN], [1961D). m
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2.4 TEORIA OPERADORES E TEORIA ESPECTRAL

Agora, vamos expor alguns resultados da teoria espectral para operadores. Esses
podem ser vistos em detalhes, também, em (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK],
2019).

Aqui, ao longo de todos os resultados consideremos A como um operador linear

com dominio D(A).

Definigao 2.12. Seja H um espago de Hilbert munido com produto interno (-,-) e norma
induzida || - ||. Além disso, se o operador linear A, com dominio D(A) C H também é

limitado, entdo

e A € continuo,
e O operador A*, tal que
(Au,v) = (u, A%v)
para todos u,v € H e ||A*|| = ||A| € dito adjunto de A.
e A € dito simétrico se satisfaz
(Au,v) = (u, Av)
para todo u,v € H.
e Se A* = A, entao A ¢é dito autoadjunto.
e Se A* = A~! entdo A é dito unitdrio.

o Se A*A = A*A, entdo A € dito normal.

Nas defini¢coes que seguem, vamos considerar sempre que H é um espaco de Hilbert.

Definigao 2.13. (Forma Sesquilinear). Sejam X eY espagos vetoriais definidos sobre

um corpo K. Uma forma sesquilinear, ou funcional sesquilinear, h é um mapa
h: X xY — K,

tal que, para todos x1,x9 € X e y1,ys € Y e escalares o, § € K, as sequintes condicoes sao

verificadas:

h(owy + 22, By1) = ah(z1, y1) + Bh(za, 11)
h(axy, Byr + y2) = Bah(zy, 1) + ah(zy, ya).

Se K =R a forma h € bilinear.
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Teorema 2.6. (Teorema de Lax-Milgram) Sejam Hi e Ha dois espacos de Hilbert e

h:Hy x Ho — K uma forma sesquilinear limitada. Entdao, h € representada por

h(z,y) = (Sz,y), (2.8)

onde S : Hi — Ha € um operador linear limitado. Além disso, S € unicamente determinado

por h e tem norma
151 = [IAll, (2.9)

ou seja S € uma isometria.

Demonstragio. Ver (KREYSZIG] |1989). [ |

Definigao 2.14. Seja E um espaco de Banach definido sobre o corpo K que pode ser R

ouC e Ae L, onde £ € o espaco dos funcionais lineares de E. Entdo,

(1) Denominamos o conjunto resolvente de A por:

p(A) = {\ € K; A — \I¢€ bijetor}.

(17) Denominamos espectro de A, e denotamos por o(A), o complementar de p(A) em

relacao ao corpo K, ou seja

o(A) =K —p(A).

(iii) Denominamos o conjunto de valores proprios de A (ou autovalores de A), e denotamos

por VP(A), o conjunto
VP(A)={N e K;N(A - \I) # 0},
em que I é o funcional identidade.

Definigao 2.15. (Operador Fechado) Consideraremos o operador linear A : D(A) C H —
H. Dizemos que A é fechado se para qualquer sequéncia (x,) C D(A) que satisfaz as

condicoes
T, = x e Ax, -y = Ax (2.10)

implicar que x € D(A) com y = Ax.

Em particular para operadores lineares fechados, enuncia-se.

Definigao 2.16. (Operador resolvente) Seja A : D(A) C H — H um operador fechado
com dominio D(A) C H. Dizemos que A\ € C estd no conjunto resolvente de A, o qual

serd denotado por p(A), se o operador
R(MS) = (S — AI)™!
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existe, estda densamente definido em H e é limitado. Em outras palavras:
p(A) = {)\ € C;(A— \)! existe D ((A - )\I)_l) é denso em H e (A—NI)~* € limitado }.

Definicao 2.17. (Espectro de um operador fechado). Seja A : D(A) C H — H um
operador fechado com dominio D(A) C H. Entao, o espectro do operador A é tal que

o(4) = C - p(4)
e 0(A) pode ser particionado em trés conjuntos distintos:

(i) Espectro Pontual: 0,(A) é o conjunto dos A € C, tais que (A — X )u = 0 possui
solugoes nao triviais. Em outras palavras, X é um autovalor de A e qualquer outra
solucao nao trivial correspondente u é um autovetor de A correspondente a \; a

multiplicidade (geométrica) de A é a dimensao do nicleo N(A — \I).

(i1) Espectro Continuo: o.(A) € o conjunto dos A € C, tais que R)(A) existe e Im(A — \I) =
H, mas Ry(A) = (A — X))~ € ilimitado.

(i1i) Espectro Residual: 0,(A) € o conjunto dos \ € C, tais que Ry(A) eziste (e pode ser
limitado ou ndo) mas Im(A — X ) # H.

Logo, temos a sequinte uniao disjunta
C=p(A)Uc(A) =p(A)Uop(A)Uoc.(A)Uo,(A).

Definicao 2.18. (Operador fechdvel) Um operador linear A é dito ser fechdvel, se existir

pelo menos uma extensdo fechada de A.

Vejamos, agora, a nocao de operador densamente definido a qual, em seguida, sera

usada para termos algumas propriedades associadas aos operadores fechados.

Defini¢ao 2.19. Seja A : D(A) — H um operador linear densamente definido. Entdo o
operador adjunto A* : D (A*) — H de A é definido da sequinte maneira:

D (A*) ={y € H; existe z € H satisfazendo (Ax,y) = (x,z)Vx € D(A)}

e para cada y € D (A*) defina A*y = z. Note que para z ser unicamente determinado,

precisamos da condi¢io de que D(A) € denso em H.

Teorema 2.7. Seja A : D(A) — H um operador linear densamente definido. Entao,

temos

(1) A* € um operador fechado;
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(17) Se A € fechado, entio D (A*) é denso em H. Além disso, A** = A;

(i41) Se D (A*) = H. Entdo, A ¢ fechdvel e A C A**. Além disso, A** = A;

(iv) Existem operadores lineares na qual nao possuem extensao fechada.

Demonstragao. Ver (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK] |2019). |

Definicao 2.20. Seja A : D(A) — H um operador linear densamente definido. Entdo, A

¢ chamado de operador autoadjunto se A = A*, i.é, se, e somente se, D(A) = D (A*) e
(Au,v) = (u, Av)
para todo u,v € D(A).

Teorema 2.8. (Espectro de operadores auto-ajunto). Seja A : D(A) — H um operador
autoadjunto (D(A) denso em H). Entdo, seque que

(i) o(A) CR.
(i1) A ndo possui espectro residual. Logo, 0(A) = 0,(A) Uo.(A).
Demonstrag¢io. Ver (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK] |2019). |

Agora, vamos estabelecer um resultado que permite a determinacao do espectro de

um operador autoadjunto.

Teorema 2.9. Seja A: D(A) — H um operador autoadjunto (D(A) denso em H). Entdo
um nidmero real X pertence a o(A) se, e somente se, existe uma sequéncia (u,) C (A), tal
que

lunll =1 e ||(A = X)uy,|| = 0 quando n — .

Demonstragio. Ver (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK] |2019). |

Corolario 2.1. Se A: D(A) — H é um operador autoadjunto e
[ull < |Aull,uw € D(A),
entdo A € injetivo e Im(A) € fechado.

Demonstragio. Ver (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK] |2019). |
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Definicao 2.21. (Imersao) Sejam X eY dois espagos vetoriais normados, munidos com
as respectivas normas || - ||x e || - ||y e tais que X C Y. Dizemos que X estd imerso

continuamente em Y se existe ¢ > 0 tal que
lzlly < Cllzllx, VrelX.

Nesse caso, escrevemos X — Y. Caso, a aplicagdo identidade i : X —'Y, isto éi(x) =

for continua dizemos que a imersao é continua.

Definigao 2.22. (Imersao compacta) Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados
com X — Y. Dizemos que a imersao de X em Y € compacta se a aplicacao identidade
1: X =Y for compacta. Nesse caso dizemos que X estd imerso compactamente em Y e

C
escrevemos X — Y.

Lema 2.2. (Lema de Weinstein) Seja A um operador autoadjunto definido sobre L*(R)

tendo exatamente um autovalor negativo, Ay, com autofungdo correspondente fo > 0.

Definamos
—00 < T= mfin(Af, f), onde ||f]|=1¢(f,R)=0. (2.11)
Suponhamos que (R, fo) #0 e R € N*(A). Entdo, 7 >0 se
(A'R,R) <0. (2.12)
Demonstragio. Ver (WEINSTEIN| [1985)). [

Teorema 2.10. (Imersdes em espagos de Sobolev) Sob certas condigées, é possivel obter

algumas imersoes entre entre 0s espagos H;er([o, L)). Em particular, vemos que

(1) Sempre que s > r temos que

H:,([0,L]) < H”, ([0, L)).

per per
(1) Em especial, para cada s > 0, temos

H: ([0,L]) < L2, ([0, L]).

per per
(1ii) Para s = 1, obtemos ainda a sequinte cadeia de imersoes

H),, ([0, L]) < L2L([0, L]) < L22,([0, L]), Vp1, p2 € [1,+00],p2 < pi,

per per per

no ultimo caso, para 1 < p < oo, adotamos a sequinte convenc¢do sobre o espaco
Lpe, ([0, L])

per

Lr ([0, L]) = {f; f € uma funcao L-periddica e f]m’L] € Lp([O,L])}

per

£l 2z, o.cpy = I fllLeqo.Ly,  Vf € L. ([0, L]).

30



Demonstragio. Ver (IORIO et al., 2001]). [ |

2.5 TEORIA DE FLOQUET E ESPECTRO DO OPERADOR
DE HILL

Nesta secao, vamos apresentar um breve resumo da elegantissima Teoria Floquet.
Nos concentraremos em estabelecer os resultados classicos da teoria que foram desenvolvidos
em (MAGNUS; WINKLER] [1966). Além disso, também nos ateremos a expor alguns
resultados da chamada nova Teoria Floquet a qual foi estabelecida por Neves em (NEVES,

2009) e (NEVES, 2008).

2.5.1 Conceitos elementares da teoria Floquet

Sejam L > 0 e K um corpo que pode ser R ou C. Consideremos @) : R — K uma

funcao L—periddica de classe C%. Entdo, a equacio diferencial

—y" 4+ Q(x)y = 0. (2.13)

possui duas solugbes y; = y1(x) e y2 = yo(2) continuamente diferencidveis e univocamente

determinadas pelas condigoes iniciais

0)=1 e y;(0)=0,
y1(0) y1(0) (2.14)
y2(0) =0 e 5(0) =1,
conforme (NATALIL; NEVES, [2013a)).
Definamos a equagao caracteristica associada a EDO ([2.13)) por:
PP = [n(L) +ya(D)]p+1=0. (2.15)

Agora, suponhamos que as raizes a equagao caracteristica (2.15)) sejam p; e pa. De

il iaL

fato, existe um ntimero complexo « tal que, '™ = p; e e 7" = ps.

De posse disso, podemos enunciar o Teorema de Floquet, segundo (MAGNUS:
WINKLER] 1966), este é apresentado a seguir.

Teorema 2.11. (Teorema de Floquet). Considere as equagées (2.13]) e (2.14]), bem como
a raizes py € pa da equagao (2.14). Entdo, temos que

1. Se p1 # po, entdo, a equagao ([2.13)) tem duas solugoes linearmente independentes fy
e fa, de forma que fi(x) = € Py(z) e fo(x) = e **Py(x), onde Py e Py sdo duas

fungoes L-periodicas.
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2. Se p1 = pa, hd duas possibilidades: p1 = ps =1 ou py = po = —1. Se a primeira
possibilidade ocorre, isto é p1 = ps = 1, entao a equacao tem uma solucao
nao-trivial periodica de periodo L. Por outro lado, se a sequnda possibilidade ocorre,
isto é p1 = py = —1, entdo a equagdo tem uma solucao nao-trivial periodica de
periodo 2L. Suponhamos que p(x) denote uma solugao periodica de e que y(x)
seja uma outra solugcao de , linearmente independente a p(x). Entdo, eziste

uma constante 6 de maneira que
y(x + L) = pry(x) + Op(z),Vx € R. (2.16)
Além disso, 8 = 0 se, e somente se,
y1(L) +5(L) = £2,45(L) = 0 e y3(L) = 0.
Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER; [1966)). |

O Teorema [2.11] pode ser ainda aprimorado se uma das possibilidades sob as raizes

p1 € po € satisfeita. Com efeito, esse é

Teorema 2.12. A equacao (2.13) admite uma solu¢io L—periddica, se e somente se,
pr=p2=1

Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER/ 1966). |

Ademais, podemos ainda definir certas condigoes sob a fungao Q(x), a qual nos

referiremos como potencial, de modo que possa ser possivel conhecer o comportamento das

fungoes y;(z) e yo(x) univocamente determinadas pelas equagoes (2.13)) e ([2.14). Nesse
sentido, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.13. Seja o problema que € univocamente solucionado pelas fungoes 1y,
e Yo que estao sujeitas as condigoes iniciais . Se o potencial Q(x) for par, ou seja,
se Q(x) = Q(—xz),Vz € R, entao, a fungio y, € par e a fungio yo € impar. Além disto,
se a equagcao admitir uma solucao periodica nao-trivial de periodo L, existe uma

fungdo periédica p(x) nao-trivial de periodo L satisfazendo (2.13)) que € par ou é impar.
Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER/ 1966). [ |

Agora, vamos enunciar o importante Teorema da Oscilagao.

Teorema 2.14. (Teorema da Oscilagao). Existem duas sequéncias de niumeros reais

mondtonas ndao decrescentes,

)\Oa )\1a )\27 )\37 )\47 cee
M1y o2, 3, fhay M5y - -y
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tais que (2.13|) possui uma solugao de periodo L se, e somente se, A= \,,n=0,1,23,...
e uma solugcao de periodo 2L se, e somente se, A = pp,,n=1,2,3,.... Os A, s e, ’s

satisfazem as desigualdades,
Ao <pn Spg <A S Ap <z <y <Az < Mg

e as relagoes

1 1
lim — =0 e lim — =0.

As solugoes de (2.13|) sao limitadas nos intervalos

()\07 ILLl) ) (,UJ27 Al) ) ()\Qa H3) ) (/1'47 )\3) PRI

Nos pontos finais desses intervalos, ([2.13|) possui, em geral, solugées ilimitadas. Isto sempre
¢ verdadeiro para X = \g. As solugoes de (2.13)) sdo limitadas para X = Agpi1 0u X = Agpio
se, e somente se, Aopi1 = Aopio € elas sao limitadas para X = pg, 11 0U A = Lo,y Se, €
somente se, fopi1 = onie- Para valores complexos de A sempre possui solucoes
ilimitadas. Os \,’s sao as raizes da equa¢io A(N) =2 € 0s i, ’s sao as raizes da equagao
A(N) = =2, onde

AN = y1(L,A) +y5(L, A).

Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER] (1966)). [

O resultado seguinte, relaciona a posi¢ao do autovalor no espectro e niimero de

zeros das respectivas autofuncgoes.

Teorema 2.15. Seja y(x, \) uma solugio real periddica nao trivial de (2.13), com periodo
L ou 2L.

(i) Se A= Xg, entdo y(x, ) nao possui zeros no intervalo semiaberto 0 < x < L.

(1) Se A = pops1 ou A = po,, entdo y tem exatamente 2n + 1 zeros no intervalo

semiaberto 0 < x < 2L.

111) Se A = Xop_1 ou A = Aoy, entao y tem exatamente 2n zeros no intervalo semiaberto
11) Se A= A A=A ta t t te 2 nt [ jabert
0<z<L.

Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER/, 1966)). [ |

No trabalho (MAGNUS; WINKLER; [1966)), ha ainda outros resultados significativos.
Em especial, que permitem o conhecimento sobre o autovalor )y associado ao operador £

e suas respectivas autofunc¢oes. Nesse sentido, enunciemos esses resultados a seguir.
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Teorema 2.16. Se p(x) > 0 for uma solugao periddica de periodo L da equagdo (2.13]),
entdo, p(x) resulta uma autofunc¢ao do operador L associada ao autovalor \g = 0. Ana-
logamente, se p(z) < 0 for uma solugdo periddica de periodo L da equagio (2.13)), entao,

p(z) resulta uma autofungdo de L associada ao autovalor Ny = 0.
Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER 1966). |

Agora, vamos a seguinte definigao.

Definigao 2.23. O operador L associado a equagio (2.13) pode ser definido por
L:D(L) = Hp,([0,L]) € Ly, ([0,L]) — L. ([0,L])

per per per

y = Ly=—-y"+Q()y. (2.17)
Teorema 2.17. Seja o operador L definido em (2.17), onde o potencial Q(x) é uma

fungdo par. Se p(x) for uma autofuncao associada ao autovalor g, entdo, a extensdio

L-periddica de p(x) sobre R, a menos de translagao, é uma fungao par que nao se anula.

Demonstragio. Ver (MAGNUS; WINKLER; [1966)). [ |

2.5.2 Familias isonerciais de operadores autoadjuntos

Nessa subsecao vamos apresentar importantes resultado que serdao diretamente
empregados ao estudo do espectro do operador associado a equacao de Schrodinger nao

linear.

Definicao 2.24. Sejo £ : D(£) = H.,([0,L]) c L2, ([0,L]) — L2,,.([0,L]), com L >0
fizado, um operador autoadjunto. Definamos o indice de inércia do operador L como sendo
o par (n,z), onde n € a dimensao do autoespago negativo de L (ou seja, a dimensdo do
espago gerado pelas autofungoes associadas aos autovalores estritamente negativos de L ) e
z € a dimensao do autoespaco nulo de L (isto é, a dimensdo do autoespago associado ao

autovalor 0 de L). O indice de inércia de L é denotado por In(L).

Note que, como o operador de Hill £ definido em é autoadjunto, entao vale o
Teorema da Oscilacao 7 o qual garante que o indice de inércia In(L) estd bem definido.
Pois, para cada v > 0 existe uma quantidade finita de autovalores estritamente menores
que . Consequentemente, esses autovalores estdo associados a autofungdes que, por serem

linearmente independentes, formam um autoespago de dimensao finita.

Definigao 2.25. Seja m € V, onde V C R é um intervalo aberto. Definamos a familia de
operadores de Hill

L.:D(L,)=H2.(0,L]) — L2.(0,L])

per per

y = Lnlyl = —y" + Qi(m, x)y, (2.18)
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onde Q1 : VYV x R — K ¢é uma funcdo de classe C?, além de ser L—periédica na varidvel .

Veja que, para cada m €V, o operador L,, € um operador autoadjunto, analogamente a
ET).

Dizemos que a familia de operadores {Ly},,c,, € isonercial se o indice de inércia
de L., In(L,,), nao depender de m € V.

No trabalho (NATALI; NEVES| [2013b) os autores, mostraram a validade do

seguinte resultado.

Teorema 2.18. Sejam € V, onde V C R é um intervalo aberto. Consideremos o operador
L, definido em (2.18)). Se A = 0 for um autovalor de L,,, para cada m € V, entdio, a

familia de operadores {Ly},,c\, € isonercial.

Demonstragao. Ver (NATALI; NEVES| 2013b). [ |

2.5.3 A nova teoria Floquet

Natali e Neves, em (NATALIL; NEVES| 2013b), apresentaram uma nova forma para
a Teoria Floquet. Em verdade, os resultados obtidos nesse trabalho permitem a anélise
espectral de um operador de Hill da forma ([2.17)) através da determinacao do sinal de uma

constante especifica.

Ademais, os resultados obtidos em (NATALI; NEVES| 2013b) ainda foram aprimo-
rados por Natali e Pastor em (NATALIL; PASTOR) 2014). Nesse altimo trabalho, os autores
mostraram a possibilidade de construcao de uma familia de operadores, com a mesma
forma que o operador £ definido em , e ainda com os mesmos indices de inércia.
Consequentemente, todos os operadores da familia possuem as mesmas caracteristicas

espectrais.

Tendo isso em vista, vamos exibir alguns dos pontos relevantes para nosso trabalho.
De inicio, vamos definir a equacgao de Euller-Lagrange e as condigoes necessarias para o
emprego dos resultados mostrados em (NATALI; NEVES| 2013b)) e (NATALI; PASTOR),
2014).

Definicao 2.26. Consideremos a equacao de Euler-Lagrange
—y"+ Qu,y) = 0. (2.19)

Assumamos que it € V, onde YV C R é um intervalo aberto. Consideremos, também, que a
Jungio Q = Q(u,y) € de classe C*° em ambas as varidveis. Sob essas condigoes, a equagio

(12.19) € conservativa. Ou seja, suas solugoes periddicas estao contidas em curvas de nivel
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de energia do tipo

2

My €)=~ +QUuy), (2.20)

onde y/:é-v%%:q GQ(M,O):O

Adicionalmente, suponhamos que a funcao q satisfaca as sequintes condicoes

(i) Para cada p €V, a fungio Q(u, -) admite duas raizes consecutivas ry = r1(p) e ro =
ro(p) que correspondem aos pontos de equilibrio (y,y') = (r1,0) e (y,y') = (r2,0).
Assumamos que (y,y') = (r1,0) seja um ponto de sela e que (y,y') = (r2,0) seja um

ponto de centro.

(73) A curva de nivel H(y,&) = H (r1,0) contém uma curva simples fechada C*, denotada

por I, de modo que o par (r9,0) encontra-se no interior da regiao delimitada por T.

(1ii) Para p € V e para (y,€) no interior da regiao delimitada pela curva T, a fungao
Qu,y) € de classe C? e Q' (u,r9) < 0, onde Q' denota a derivada d Fréchet da

funcao q com respeito ao parametro y.

Se as condigoes (i), (1) e (ii7) sdo satisfeitas, entdo, a dupla (re,0) é um ponto
de maximo local de H. Além disso, todas as orbitas de solugoes y da equacao de Euller-
Lagrange que, no plano de fase, estao no interior da regiao delimitada pela curva
v sao periddicas. E também, estao em torno do par (r3,0) e pertencem a uma curva de
nivel H(y,&) = B, de tal modo que H (r1,0) < B < H (r2,0).

Ainda sobre a equagao , considere 1 € V um nimero fixado. Entao, pela teoria
das EDQO’s, existe uma solucao y = y,, periédica para a equacao com a condigao
inicial (y(0),4'(0)) = (a1, as), onde (ay,as) € R?, (ay,as) # (r2,0), é considerado no
interior da regiao delimitada pela curva I'. Além disso, o periodo L da soluc¢ao y deve

satisfazer a seguinte desigualdade

2T
\/ _Q, (:u’ TQ) .

Tendo e vista a simetria do problema associado equagao (2.19)), se tivermos a; >

L>p,:=

re > 11 € ay = 0, a solugdo y é uma funcdo suave e par que satisfaz max y(x) = y(0).
Te
No trabalho, (NATALI; PASTOR) 2014), os autores provaram o seguinte resultado
associado a equagao (2.19)).

Teorema 2.19. Seja p € V fizado. Consideremos que y,, seja uma fung¢do periddica de
periodo L = Ly, > B,,, a solucio da equagdo de Euler-Lagrange (2.19) no caso em que
W= Lo, sujeita a condicdo inicial (ym(O),y;LO(OD = (a1,0), onde (a1,0) # (r2 (o) ,0) e 0
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par (aq,0) estd contido no interior da regiao delimitada pela curva I, com oy > 19 > 1q.
Para cada pn €V, existem L, € (B,,,+00) € y,, uma fungdo periédica par de periodo L,,,
de tal forma que y,, satisfaz a equagio de Euler-Lagrange (2.19)). Mais que isto, as fungoes
y, e L, sao continuamente diferencidveis com respeito a varia¢io do parametro ji e a

aplicagio p € V +— L, € (B,, +00) € sobrejetora.
Demonstragao. Ver (NATALI; PASTOR, [2014)). [ |

O Teorema estabelece a existéncia de uma familia de solucoes periddicas {y,},
cada uma com periodo correspondente L, e associadas a equacao de Euller-Lagrange
(2.19). De fato, esse teorema permite a construgao de uma familia de operadores £, a

partir da equagao de Euller-Lagrange.

Com isso, vamos enunciar alguns resultados para a analise espectral dos operadores
dessa familia. Em particular, os resultados mostrarao sob quais condiges esses operadores

sao isonerciais.

Definicao 2.27. Seja {yu}uev uma familia de fungoes estabelecida em vista do Teorema
2.19. Notemos que y, ¢ uma fungdo suave e periddica de periodo L,, que soluciona a
equUacao , para cada p € V. Seja p € V fizxado, porém, arbitrario. Definamos o
operador de Hill

‘Cuzﬁu,y,L:H2 ([O,L“]) — L ([OvLuD

per per

y — Luyl=—y"+Q (1, yu) . (2.21)

O operador definido em ([2.21]) é autoadjunto e seu espectro coincide com o conjunto
de seus autovalores. Portanto, segue, de forma andloga ao obtido para o operador (2.17)),
que o Teorema da Oscilacao ¢ valido para £,. Consequentemente, temos que o os

autovalores de £, formam uma sequéncia ilimitada de nimeros reais {\.(x)}.—,, de modo

que

)\0(,&) < )\1(/1) < )\2(/1) < ... < )\2,,@_1(/1) < )\QH(IU/) <..., (222)

em que, as igualdades que aparecem em ([2.22)) denotam que o respectivo autovalor é duplo.
Conforme (NATALIL;, PASTOR/ 2014), temos também o seguinte resultado:

Teorema 2.20. Seja Ly, € (B,,,+00) fixzado. Consideremos que py € V e que y,, seja

uma solucao suave, par e periddica da equagdo

Yy +Q (11, yp) = 0. (2.23)

Seja L, = —0% + Q' (1,Yu,) 0 operador linearizado em torno da fungao y,,, definido
sobre o espago de Hilbert L?,, ([0,L,,]). Se ker (L,,) = span {y:“}, entao, existe T C V),

per
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um intervalo aberto que contém py e existe uma familia de fungoes {gbu}“ez, tal que ¢, €
solugao da equagdo (2.19), para todo p € Z. Além disto, ¢,, € uma funcgao par, periddica

de periodo Ly, , ¢ = Y, € a aplicagio p € T~ ¢, € H2, ([0, L,,]) € suave.

per

Demonstragao. Ver (NATALI; PASTOR] [2014)). |

O Teorema estabelece a existéncia de solugoes periddicas para a equagao (2.19))
a partir do operador linearizado £,,,. Agora, vamos enunciar o teorema que garante que a

familia dos operadores {L£,,,} seja isonercial.

Teorema 2.21. Seja p € T+ ¢, € H2, ([0,L,,]) a familia de fungoes L, -periddicas

per

determinada pelo Teorema[2.20. Entao, a famidlia de operadores

Lig, =02+ Q (1,04) €T, (2.24)

é isonercial.
Demonstragao. Ver (NATALI; PASTOR, [2014)). [ |

Agora, com base nos trabalhos apresentados em (NATALI; NEVES| 2013b)), (NA{
TALI; PASTOR)] 2014) e em suas referéncias, vamos estabelecer uma forma para a analise

espectral do operador L,,.

Para tanto, definamos p(z) := ¢/, (). Seja a fungao g, a inica solu¢do do problema

auxiliar

7"+ Q' (12, 9u,) Yy =0

5(0) = — Zj( ; (2.25)
y'(0)=0
Entao, existe uma constante 6 de tal modo que
y(r+L,,) =y(z)+0p(x), Vo e R (2.26)
Consequentemente,
¥ (L) =9(0)+6p(0) = 6= v (L‘“). (2.27)

2 (0)

A determinacao da constante 0 é essencial para a analise espectral. De fato, fica
claro sua importancia através dos resultados provados em (NATALI; NEVES| 2013b)) e
(NATALI; PASTOR, [2014), o qual enunciamos a seguir.
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Teorema 2.22. Seja 0 a constante dada em (2.27). O nimero 0 é um autovalor simples
do operador L, 4, , se e somente se, 0 # 0. Supondo 0 # 0, tem-se que A (p2) = 0 se
0 <0 e Ay(u2) =0 sed>D0.

Demonstragao. Ver (NATALI; PASTOR] [2014)). |

Entao, de posse dos Teorema [2.20] 2.21] e 2.22, é possivel enunciar o seguinte

corolario

Corolario 2.2. Seja y,,, determinada pelo Teorema [2.19, a solugio L, -periddica da
equagdo (2.23), associada ao parametro gy € V. Se 0 # 0, onde 0 € a constante dada em
([2.27) em termos de y,,,, entdo, ker (£,,) = span {yl’“} e o Teorema (2.19)) € vdlido para

este parametro.

Demonstragio. Ver (NATALI; PASTOR] 2014). |

Definicao 2.28. . Seja {yu}uev, a familia de funcoes suaves L, -periddicas, determinada
pelo Teorema . Seja 1y € V, um valor firado. A familia de operadores {‘Cu}u
estabelecida em (2.21), é dita ser isonercial com respeito ao periodo L, > 0 se

eV’

In(£,) =1In(L,,) Vi€ V. (2.28)

Por fim, os autores em (NATALI; PASTOR)| 2014), ainda estabelecem o seguinte

resultado.

Teorema 2.23. . Seja {yu}uev a familia de funcoes estabelecida no Teorema 2.9. Entdo,
a familia de operadores {cu}uew determinada em (2.21)), € isonercial com respeito ao
periodo L,,.

Demonstragio. Ver (NATALI; PASTOR] 2014). |

2.6 O OPERADOR PARA A EQUACAO DE SCHRODINGER
NAO LINEAR

Nessa secao pretendemos garantir, desde ja, alguns resultados para o operador
associado a equacao de Schrodinger nao linear que estudaremos no préximo capitulo.
Especificamente, vamos mostrar que podemos empregar a Teoria Floquet ao operador

associado a nossa EDO e garantiremos que as hipdteses para o uso dos Teoremas [2.13[2.17]

A determinacgao de solucoes do tipo onda viajante peridédica para a equacao de

Schrodinger nao linear translada o problema de analisarmos a EDP ([1.4)) para a seguinte
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EDO
—y" +wy — |gly® = 0.

com w € (%, oo) onde L é o periodo da solucao y. Por construcao, as solugoes fungoes
y(z) sdo L—periodicas, dai segue que a funcio Q(x) = (w — |g|y?) também o é. Com isso,

e tendo como base a equacgao ([2.13)), podemos definir o seguinte operador de Hill

Proposigao 2.8. O operador L definido em (2.17) € autoadjunto.
o2

Demonstracdo. Escrevamos o operador £ como £ =5+ A onde S = Eye +leA=Q—1.
x

Agora, veja que os dominios desses operadores sao tais que D(S) = D(L) = H2,.([0, L])

e D(A) = L?,(0,L). Entao, pelo Teorema de Lax-Milgram temos que o operador

per

S : D(S) — L2, é sobrejetor, além disso, S ¢é simétrico conforme (CAVALCANTTI]

per
CAVALCANTI; KOMORNIK] [2019). Portanto, segue que o operador S é autoajdunto.

Por outro lado, em relacao ao operador A temos que esse é um operador simétrico,

pois ) é uma funcao real. Além disso, segue, também, que A é limitado em virtude

do comportamento peridodico da funcao (). Portanto, o operador £ é a soma de dois

operadores autoadjuntos, consequentemente, esse também é autoadjunto. |

Além disso, dado que L é autoadjunto, segue do Teorema [2.8] que o espectro do

operador £ é composto apenas por nimeros reais.

Proposigao 2.9. O espectro essencial do operador L é vazio, isto €, o (L) = 0.

Demonstragao. De fato, o espectro essencial do operador S é vazio, esse resultado é
conhecido da literatura (CAVALCANTI; CAVALCANTI; KOMORNIK] 2019)). Resta
provarmos que oegs(A) é vazio. Com efeito, definamos o operador I' = L—S : H7, ([0, L]) —
L2..([0,L]). De imediato, temos que T'(u) = Qu — u, para todo u € H},.([0, L]). Entao,

da limitacio de @ e usando a imersdao compacta H2, ([0, L]) <> L2, ([0, L]) verifica-se que

per per

T é um operador compacto. Portanto, segue da teoria desenvolvida em (PAVA| 2009) que
0 Oess (L) = 0. [ ]

Além disso, segue da teoria proposta em (PAVAL [2009) que para o operador £
definido em ({2.15]) é valido o Teorema da Oscilacao Assim, o Teorema aplica-se

ao operador £ para a equacao de Schrodinger nao linear.
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3 BOA COLOCACAO E SOLUCAO PARA A
EQUACAO DE SCHRODINGER NAO LINEAR

Nesse capitulo, estudaremos soluc¢oes do tipo onda viajante periédica para a equacao
de Schrodinger nao linear, que sao associadas a estados fundamentais de condensados de
Bose-Einsten (BRONSKI et al., [2001)).

Em particular, estabeleceremos a boa colocacao global para o problema de Cauchy
e, de posse desse resultado, mostraremos a existéncia de solugoes do tipo ondas dnoidais.
Posteriormente, faremos a anélise espectral do operador associado a EDO obtida para
essas solugoes e empregaremos esses resultados para garantir a estabilidade das ondas
dnoidais com relagao a perturbacoes das condic¢Oes iniciais. Por fim, discutiremos ao longo

do texto as interpretagoes fisicas desses resultados para sistemas condensados.

3.1 BOA COLOCACAO LOCAL E GLOBAL

Seja a equacgao (|1.4)), com g < 0. De posse disso, considere o seguinte problema de
Cauchy

iy + U = glul®u, (z,t) ER X R
u(x,0) = up(z) = ¢(x) € HL ([0, L]),z € R.

per

(3.1)

Nessa segao, estaremos interessados em mostrar a boa colocagao do problema (3.1f). Para

isso, introduziremos a nocao de boa colocagao local e global a seguir.

Definicao 3.1. Sejam X,Y espagos de Banach, Ty € (0,00) e seja F : [0, Ty] x Y — X
uma fungdo continua. Dizemos que o problema de Cauchy

Owu(t) = F(t,u(t)) € X,

u0)=¢ €Y,

(3.2)

¢ localmente bem posto em Y se:

(1) Existe T € (0,Tpy] e uma fungao v € C([0,T],Y) tal que u(0) = ¢ e a equagao

diferencial é satisfeita no sentido que

t+h)—u(t
fim || = e il = o,
h—0 h ¥
aqui a derivada em t = 0 et = T sao calculadas pela direita e pela esquerda

respectivamente.
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(73) O problema de Cauchy (3.2) possui no mdzimo uma solugao em C([0,T];Y).

(1ii) A aplicagio ¢ — u € continua. Mais precisamente, sejam ¢, € Y,n =1,2,...,00
tal que ¢, — doo na topologia de 'Y, e sejam u, € C ([0,T,];Y) as solugoes corres-
pondentes. Seja T € (0,T). Entao, as solugées u, estio definidas em [0,T] para
todo n suficientemente grande e

lim_sup [|un(t) — e (t) ]|y = 0.
Se quaisquer uma dessas condigoes nao forem satisfeitas diremos que o problema (3.2)) é

mal colocado.

Com isso posto, vamos nos ater ao problema (3.1)). De fato, esse problema ja foi
estudado para um caso mais geral da fun¢do G(u), que pode ser encontrado em (IORIO et
al., 2001). No entanto, dado o carater elementar desse texto faremos a demonstracao do
caso particular apresentado em .

Reescrevamos o problema de Cauchy (3.1)) como

iUy + Ugy = G(u)

(3.3)
u(m, 0) = qb(ZL’) S H;er([07 L])

1
2
as ideias de (IORIO et al., |2001)), vamos mostrar a boa colocagdo do problema ({3.3|) para

onde s > 3, L é o perfodo da funcio ¢ = ¢(x) e G(u) = g|u|?u. Em particular, seguindo

5> 7 Posteriormente, estabeleceremos a boa colocagao num sentido mais amplo para

s = 1.

Tendo isso em vista, mostraremos que todas as condicoes da Definicao s30
satisfeitas e, portanto, (3.3)) é localmente bem posto. Para isso, prosseguiremos com os

seguintes lemas.

Lema 3.1. Sejam s > 1 e u € H5, ([0,L]). Entio a fun¢io G(u) definida por G(u) =

per

glulPu satisfaz as condigoes

(i) G: Hs ([0,L]) — H2, ([0,L]) e G(0) = 0.

per per

(i) G € localmente Lipschitz, isto é

1G(2) = Gw)lls < L[[2]]s; [wlls) 12 = wlls,  Vz,w € Hp, ([0, L])

per

onde L(-,-) € uma fungiao continua e nao decrescente com respeito a cada um de seus

argumentos. Em particular
1G(2)]ls < llzllsL ([Iz]s,0),  Vz € Hp, ([0, L])
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Demonstrag¢io. Provaremos (7). Evidentemente, G(0) = 0. Agora, nos ateremos a provar
que G : H3,,([0, L)) — H},,([0, L]). Com efeito, HE,,.([0, L]) para s > 1 ¢ uma dlgebra de

per per

Banach, entao deduzimos
el - ulls = lu® - alls < [lull3lfalls = [l

Assim, G(u) fica bem definida de H$,,.([0, L]) em H?, ([0, L]) e, portanto, G(u) satisfaz a

per per

condigao (7).

Agora, vamos mostrar que G(u) satisfaz a condi¢do (i7). Para isso, tomemos

p,q € C, veja que esses numeros satisfazem a seguinte igualdade

pI’p — lal’q = |p|*(p — @) + pa(p — @) + |a*(p — @)

Entao, usando o resultado acima para u,v € Hy_.([0, L]) temos

IG(w) = G@)ls = lglul’lul — glv|*v|,

lg(Jul*u — Jv*]l,

gl (1020 = u) + vulv =) + [ul(v = u)],)
< glllo = ulls - (ol12 + flowlls + [lu)2)
< o —ulls - Z(lulls, [[o]l5)

em que L é uma funcao definida por

L:R, xR, — R (3.4)
(z,y) — L(z,y) = |gl(z® + 2y + ¢?). (3.5)

Evidentemente, L é uma fungao continua por ser soma de fungoes polinomiais, as quais
sao continuas. Por outro lado, tendo em vista o dominio de L, fica garantido que L é uma
funcao nao decrescente tanto em relagao ao argumento x quanto a y. Com isso, mostrando

a primeira parte do condicao (i7). Ademais, tomando v = 0 teremos

1G(u) = GO)]s = IG(Wlls < 10 = wulls - L([ulls, 0) = [JullL([[ulls, 0)

que mostra segunda desigualdade. Portanto, G(u) satisfaz a condicao (ii) por completo e

o lema fica demonstrado. [ |

Agora que provamos o resultado do Lema [3.1 vamos nos focar em estabelecer
os resultados de existéncia e unicidade para o problema de Cauchy (3.3). Para tanto,
evocamos o principio de Duhamel permite reescrevermos o problema de Cauchy dado em

(13.3]), para a seguinte equagao integral
t
u(t) = Uo(t)e — i [ Us(t = y)Glu(y))dy (3.6)
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onde o termo Uy é associado ao grupo de operadores unitarios Up(t) : H,,.([0, L]) —
Hs,. ([0, L]),Vs € R, onde

per

U() (t) = eitA

com A sendo o operador laplaciano é o grupo unitario associado a equacao de Schrodinger

linear.

O seguinte lema estabelece uma relagao entre as solugoes do problema de Cauchy

(3-3) e da equagao integral (3.6)).

Lema 3.2. Seja u € C’([O,T];HS ([O,L])) uma solugao do problema (3.3). Entdo u

per

satisfaz (3.6). Reciprocamente, se u € C ([O,T];Hser ([0, L])) é uma solugao de ([3.6),

p

entio u € C! ([O,T];HS_Q([O, L])) e satisfaz (3.3), com a derivada com respeito de t

per

calculada no sequinte sentido:

t+h)—u(t
lim ut+h) —u®) _, (02u(t) - G(u(r)| =0, (3.7)
- s—2
Demonstragao. Ver (IORIO et al., 2001]). [ |

Nesse sentido, podemos estudar as propriedades das solugoes u(t). Com efeito, a

unicidade de solugoes para o problema (3.6)) é determinada pelo seguinte lema.

Lema 3.3. Sejam s € R, tal que s > 3, duas fungoes ¢, € HS,. eu,v € C ([O,T]; H? ([O,L]))

er per

duas solugoes da equagao integral (3.6), que satisfazem u(0) = ug = ¢ e v(0) = vy = 1.

Entao
[u(t) = v(t)]ls < || — " MMI vt e [0,T], (3-8)

onde My, é dado por

M = Mj(u,v) = max {sup [u@)l]s, sup ||v(t)Hs} : (3.9)

[0,T] [0,T7

e L é a fungao definida em (3.5)). Em particular, (3.6 possui no mdzximo uma solugao.

Demonstragio. Como u e v sdo solugdes de (3.6)), entao temos:

u(t) = Ugs i [ Ut = ) (~glul?) )y
o(t) = Ut i [ Ut =) (~glof?) )y

Com isso, escrevamos a diferenca entre as duas solucoes

u(t) = o(t) = (Voo = [ V(e =) (gulaP) o)) — (Vo =i [ Unle = o)(goloP)w)iy)
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agora, usando o fato de que Uy é um operador unitario temos

Ju(t) = vl = | (oo —i [ Uolt — y)gutuP)w)dy)
= (Vo =i [ Uott = w)lgeloP)w)iy)

S

< Wsto — )l + | [ Ot = p)gulul? - ol )|
< oo = D)l + [ 106t = plelgulu? = gelof) )]y
< o=l + [ I—gulul = goleP)w)ldy

< o=l + [ IG@) - G)l.dy
< llo =l + [ Dl ol (e = o)) o

Como a func¢ao L é nao decrescente, conforme Lema entao segue que L(||ulls, ||v]s) <
L(Ms, M) onde M, é o o maximo entre os supremos de u(t) e v(t) em [0,7]. Resultando

€1

Jult) = o®l, < N6l + [ LM Ml = ) oy,

Agora, vamos usar o Lema de Grownwall para obtermos o desejado. Com efeito, aplicando

com §(z) = ||u(t) —v(®)||s, a(x) = ||¢ — ¥||s e B = L(M,, M) temos o seguinte
|u(t) —v®)]|s < [lo—o|,+ /Ot L(M,, M,)||¢ — ¢||sefyt LT M) g

mas veja que ||¢ —1||s é constante e com isso podemos ainda desenvolver a desigualdade

acima. Com efeito, note que

L(M,, Ms)ef; (Mo My)du _ _ddef; L(M,M,)du
y

com isso, podemos ter o seguinte desenvolvimento

lu(t) —v(®)]. < ||¢—wus+/OtL<MS,MS)||¢_Q/,Hsef;L(M&MS)dudy
6 — ]I, (1 + /0 LML, M)l PO dy)

td
< fo—ull (1= [ o5 (0m)ay)

< lp = ]y (1 — eEMEMAED | LM
< [l — g et

IN

e assim, obtemos a desigualdade desejada e o lema fica provado. [
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O resultado de existéncia e unicidade do problema de Cauchy (3.1]) é garantido

pelo seguinte lema.

Teorema 3.1. Sejam ¢ € H3,, ([0,L]),s > 5. Entdo, existem um T > 0 e wma inica
solugao v € C ([O,T]; H:, ([0, L])) satisfazendo (3.1) com a derivada calculada conforme

per
(-7

Demonstracao. Vamos exibir um espago métrico completo que é associado as solugoes do
problema de Cauchy ({3.1]). Posteriormente, vamos mostrar uma contragdo nesse conjunto e
determinaremos, por meio do Teorema do Ponto Fixo de Banach garantiremos a existéncia

e unicidade das solugoes que satisfazem o problema de Cauchy (3.1]).

Seja n > 0 um numero fixado. O conjunto

X =X(T,n,6) = {v € C([0.7]; Hy, (10, L])) | lo(t) = Uo(t)o| < n.¥t € [0.7]} (3.10)

per

munido com a seguinte métrica

d(u,v) = sup [[u(t) = v(®)lls (3.11)

é um espago métrico completo. Notemos que X(7T,7n,¢) # 0 pois v(t) = Uy(t)p €
C (R; Hy,, ([0, L])).

per

Agora, consideramos a aplicagao J : C([0,T]; H*) — C (|0, T]; H?), definida por
. t 2
(Jo)(t) = Us(t)o i | Ui(t = y)(glol*0)(y)dy.

De fato, a imagem da aplicagdo J estd em C ([O,T];ngr([O,L])), pois a aplicacao é

definida conforme o principio de Duhamel (3.3)). Tendo isso em vista, mostraremos que
existe T' > 0, tal que J : X(T,n,¢) — X(T,n,$) é uma contragdo em X.

Com efeito, da unitariedade de Up(t) em H,,.([0, L]) e da propriedade (i), do Lema
[B-1] temos que

0)(0) = oo, = [Cottrs —i [ttt — w)lalePo) )y — Uot)s
= | vt = st Poy |
< [ttt = )l glofo) )
< [ lglofo) )y
< [ L0l 0) o)y

s
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e como v € X, temos ainda que

o]l

<

<

v+ Uod — Up||s
[(v = Upg) + Uoolls
v = Uoolls + [ Uod|ls
n+ ol

para todo n € [0,T]. Assim, temos que Jv € X sempre que

0 <T < [L(n+l8lls,0)(n + llglls)] " n. (3.12)

Por outro lado, tomemos v, w € X. Entao, temos que

1To— Jull, = ‘

IN

IN

Un(t)6 ~ i [ Ui(t = )(glof0)(w)dy
— (Uots =i [ Ualt — p)gluu) )y
= | bt = w)tatPurwdy = [ Ve = p)glolo)w)dy
[ 100 = gl Pe)w) — (ol o))y

[t () @)l + IePo) )1 dy

s

s

t
< /0Hw—vHs-L(Hvl\s,Hst)d@/

t
< L+ léllen+l9l) | o —wlldy.

Empregando a métrica do sup, temos

[Jv — Jwl|s

e escolhendo 7' de modo que

<

IN A

IN

t
Lo+ 18l + 161) | o = wll.dy

T
LG+ 16llm + 19l12) sup o = wll, [ dy
(0,77 0

L(n + (1ol n + lI9lls) sup [o = wllT

[07T

L(n+l¢lls;n + [6lls)Td(v, w) (3.13)

0<T <[L(n+l¢lls,n+ l[oll)(n + (o]l

teremos que (3.13]) é uma contragdo em X. A partir disso, definamos o seguinte termo

T'(n, I¢lls) = min{[L(n + lIglls,n + 18lls)(n + [61)] 7, [L(n + I8lls, 0)(n + ll@ll)]~ -}

(3.14)
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Com isso, podemos garantir que a aplicagao J serd uma contracao em X sempre que T

for escolhido do seguinte modo
0<T <T'(n,l1olls)

com 7" dado em (3.14)). Consequentemente, segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach
que existe uma unica solu¢ao da equagao integral (3.6). Além disso, segue do Lema (|3.2))
que essa tnica solugao, que chamaremos de u(t), é solugdo do problema de Cauchy (3.1)).

Portanto, o teorema estda demonstrado. [ |

Agora, estabeleceremos os resultados que garantem a dependéncia continua da

solucao u do problema ([3.1) com o dado inicial ¢.

Teorema 3.2. Sejam ¢, € HS,.([0,L]),n =1,2,..., tais que ¢,, = ¢ em H?, ([0, L]), s >

per per

5. Sejam u, € C ([O,T,’l) H? ([O,L])), onde T, =T, (1, ||¢nll,), as solugdes obtidas no

per

Teorema . Seja T € (0,T). Entdo, as solugdes u,, podem ser definidas no compacto

[0,T], para todo n suficientemente grande, e vale que

lim sup ||u,(t) — us(t)]|, = 0. (3.15)

Demonstragio. Veja que, como a funcao 7" (n, ||¢|s) é continua em relagdo ¢, entdo existe
N € N, tal que T} > T, para todo n > N. Portanto, as solugbes u,, estdo definidas no

compacto [0, 7], desde que n > N. Logo, segue que as u,, € X satisfazem
[un(®)| < l[@nll, +n < K47 (3.16)

onde K = sup ||¢,||,. Entdo, do Lema e da desigualdade (3.16|) é possivel deduzir que

lun(t) = uso(®)ll, < (16 — ool Mtk Meltnted T <l — ]| 5o,
onde K, ¢ tal que
Kon = L (M (tn; too) , My (Un; Uoo)) < LK + 1, K+ 1) = K' < o0,
Por conseguinte, obtemos que

lun(t) = use (@, < ll¢n = dooll, €7, (3.17)

para todo t € [0,7]. E como ¢,, = ¢ em H2, ([0, L]), segue que (3.15]) é obtido de (3.17))

per

tomando o supremo em [0, 7] e fazendo n — oc. |
Teorema 3.3. (Teoria local em H, . ([0,L])) O problema de Cauchy (3.1) ou (3.3) €
localmente bem posto no espago HE,. ([0, L]), para s > %

per
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Demonstracio. Basta ver os Lemas e Teoremas [3.1] e 3.2 |

Observagao 3.1. O resultado do Teorema vale para s > % Em particular, para s =1
temos exatamente o resultado para nosso problema de Cauchy (3.1). Tendo isso em wvista,
no que seque consideraremos sempre u(t) € H' ([0, L)), salvo casos em que serd necessdrio

per

explicitarmos onde nossa solugdo esta.

Buscaremos estender o resultado do Teorema Para isso, se fara necessario o

uso de quantidades conservadas associadas ao problema (i3.1)).

Teorema 3.4. (Leis de conservagio). Considere o problema de Cauchy (3.1]) com dado

inicial ¢ € HY,.([0,L]). Entdo, as quantidades associadas

_ 1 L sz 9l 4
Ew) = = [ |u(¢)] —7|u(t)| dx (3.18)
Fu) = 5 / 1) (3.19)
onde u(t) € H,,([0, L]), sio conservadas, isto é
d d
—F —F
T B(u) =~ F(u) =0.

Demonstragio. Consideremos a NLSE
ity + Uy + |g|[ul*u = 0. (3.20)

Como u(z,t) € C, podemos escrever u(z,t) = p(x,t) + iq(z,t), com p,q : R xR — R.
Aqui, seguiremos a teoria proposta em (OZAWA, |2005)).

Primeiramente, mostraremos que a quantidade (3.18]) é conservada. Para isso,
basta tomar a parte real do produto interno de (3.20)) com —uy, isto é,

0 = Re({iu + sy + lgllulu, —u))
= Re({iu,u)) = Re (g, ) = Re (Jgl ([, )
= —Re((ter, ) = Re (Jg] (o, ).

Desenvolvendo cada produto interno e integrando por partes, temos
L L ‘ ‘
Re (<uxx7 Uy >) = Re/O umxﬁtdx = Re/O (pxx + ZQJ:x)(pt - ZQt)d:U
L
= / PaaPt + Qo @rdT = (PeDz + G2 t)| / Palte + QeGiad

1 rLd

- dz
5 dt(pz+qx)

d (1
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onde, o termo (p;pe + q.q:) € zero por conta da periodicidade das fungoes p e ¢ na primeira

componente. De fato, veja que como p,(L,t) = p,(0,t) e g(L,t) = q(0, ), temos o seguinte

(pePe + @)l = Pl L, )pe(L,t) — pa(0,8)pe(0, 1) + qu (L, 1)gr(L, 1) — 2(0, £)p:(0, 1)
= pa(L,t) (pe(L,t) — pe(0,¢)) + qu(L, t) (@ (L, t) — q:(0,1))

= pa(L0) 5 L) = (0,6 + (L, 0) fa(L,6) = a(0,1)
= 0.

Além disso,
Re (( |u|?u, u >> = Re /OL |u|?u - wdx

= Re /OL [ul*(p + iq) (pe — iq)dx
= Re /OL [ul*(pp: + qac + i(qp: — par))d
= /OL Jul*(pp: + qg4)dx
= [ Il (e
= jt (; /OL ;\u|4dx> :

Portanto, obtemos que

0= —Re({ues, ) — Re (Jolle?] () = & (i [l - '2"'“'4“) 720

que vale para todo t € [0,T]. Portanto, a quantidade E(u) é conservada.

Agora, mostraremos que F'(u) é conservada. Para isso, tomemos a parte real do

produto interno de ([3.20) com iu, i.e.

0 = Re((iut—l—um—i-|g[|u|2u,iu>)
= Re({ur,u)) + T ((ttga, u)) — T (|g][u?] (u,u)) |

em que, para cada termo, temos
L
Re ((u,u)) = Re/ wad
0
L . .
= Re/o (pe +iqe) (p — iq)dz

L
= /Opthrqqtdx
d (1 L
- dt<2/o ’“‘)
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L

Im (U, u)) = Im/ Uy Udx
0
L

L

= —puqlt — q@pld — / D2y + Gupada

= 0,
onde usamos o fato que a fungdo u é L—periddica, logo u(0) = u(L) e a condi¢ao
uz(0) = u, (L) = 0. Por fim,
2 b2
m (jgllu?| (w,u)) = gl [~ ul?fufda

L
= gl Im/o (p* + ¢*)*dz = 0,

pois a parte imaginaria do integrando é nula. Com isso, segue que

d (1 rL d
0 = Re ((u,u =ﬁ<24hw)=ﬁwa

que vale para todo t € [0,T]. Portanto, a quantidade F'(u) dada em ([3.19)) é conservada.
|

Observacao 3.2. Note que como E e F sdo constantes em relagdo a varidvel t podemos

escrever, para o dado inicial em to e para todo t € [0, T
E(u(t)) = E(9) (3.21)
F(u(t)) = F(¢) (3.22)

onde u(t) é a solugao do problema do Teorema m Além disso, podemos ainda escrever E
e F' em termos das normas de L?_.([0,L]) e L2 ([0, L]) com efeito

per per

B(u) = ;/OL (Y2 — |g|’ / ()2 — |9|/ Dlde

- ﬂme—EWmmm (3.29
Fw) = 5 [ P = Sllu)?. (3.24)

Veja que, as quantidades conservadas E e F' foram estabelecidas em H?, ([0, L])

tendo em vista a forma da funcional E(u(t)). Entretanto, para nossos interesses é necessario
que esses funcionais estejam definidos H,, ([0, L]). Com esse intuito, vamos ao seguinte

resultado.
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Teorema 3.5. As igualdades (3.18) e (3.19) sdo vdlidas para u(t) € H),.([0, L]) obtidas
pelo Teorema[3.3.

Demonstragao. Em suma, esse resultado decorre da densidade de H7, ([0, L]) em H,,,([0, L]).

Para ambos os casos, mostraremos que uma sequéncia de solugoes u,(t) € H2, ([0, L])

per
tende a solugio u(t) € H}

per

u(t) € Hy,, com dado inicial ug € H,,,([0, L]).

per

([0, L]). Nesse sentido, consideremos, desde ja, a solugao

Com efeito, definamos, para uma notacao mais limpa, ¢ = ug. Agora, tomemos a

sequéncia de fungdes (¢n,),cy C Hz.. ([0, L]), tais que ||, — ¢, = 0, se n — co. De posse

per

do Teorema com s = 2, temos que para todo T > 0 existe u,, € C([0,T]); H2,.([0, L]))

per

com n = 1,2, ... solugdo da equacao integral (3.6) e do problema de Cauchy (3.3) com
dado inicial ¢,. Entdo, usando a imersdo compacta de H' ([0, L]) <> L2,.([0, L]) temos,

per per

para todo t € [0, 7], que

sup [[un(t) —u(t)|| < sup [Jun(t) — u(t)]s

(0,17 [0,7]
S sup ||un(t) + (¢n - gbn) + (¢ - gb) - u(t)Hl
[0,7]
<

sup [[u(t) — ¢l + sup [[un(t) = dulls + sup [[on — Sll1 (3.25)
[0.7] 0,71 0.7]

dai, resta calcularmos o limite em que n — oo. Todavia, note que o resultado da

dependéncia continua em (3.3 aplicado para s = 1, garante que

sup ||u(t) — ¢|l1 = 0 se n — 0 (3.26)
[0,7]

para todo t € [0,7]. Se aplicado para s = 2 e usando a imersao de H,,,.([0,L]) em
L2, ([0, L]) temos

per

sup ||u, (t) — énlli = 0 se n — oc. (3.27)
(0,77

para todo t € [0,7]. Ademais, por hipdtese, também temos para todo ¢t € [0, 7] que

lpn, — @ll; = 0 sen — oo. (3.28)
Portanto, segue de (3.26), (3.27) e (3.28) que o limite de (3.25) é tal que
sup ||u, (t) — w(t)]| < sup ||un(t) —u(t)|li = 0 se n — oo. (3.29)
[0,7] [0,7]

0 que garante que as solugdes de u,(t) € HZ,.([0, L]) convergem para a solucdo u(t) €

H! ([0,L]). Além disso, segue da imersao H}, ([0, L]) < L2,,([0,L]) que a sequéncia

per per per

(un(t)) converge em L2 ([0, L]) e (u,)(t) converge em L2, ([0, L]), para todo t € [0,T].

per per

Agora, podemos nos ater a cada uma das quantidades conservadas. Com efeito,

veja que a quantidade F para uma funcao u,, fica dada por

E (1)) = 3 (1)~ 1] = £(60). (3.30)
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Dai, fazendo n — oo e usando a convergéncia de u, em L, ([0, L]) e u], em L*([0, L]),

para cada t € [0, 7], obtemos

E(u®) = 5 |00 ~ 2 it = 26), (331)

onde u(t) € H' ([0, L]). Assim, provando o desejado para a quantidade F.

per

Agora, vamos mostrar o mesmo para a quantidade F. Em particular, como cada
un(t) resolve a equagao integral de Dunhamel (3.6) temos da lei de conservagao em F,

para cada n € N, que a igualdade

[un @) = [l (3.32)

¢ satisfeita para todo t € [0, 7. Portanto, usando a convergéncia de u,(t) em L2,.([0, L]),

podemos aplicar o limite de n — oo na igualdade (3.32)), de modo a obtermos que

[u(®)] = lloll
conforme desejado. |

Definigao 3.2. Um problema de Cauchy € globalmente bem posto se a boa colocacao ocorre

no intervalo [0,T], para todo T > 0.
1

Teorema 3.6. Sejam s > 5 ¢ ¢ € H,,, ([0, L]). Entao T*(¢) = 0o ouT*(¢) < o0 e

lim

t—T*

Demonstragio. Ver (IORIO et al., |2001). [ |

u(t)||s = oc.

Agora, de posse das quantidades conservadas £ e F definidas em H,,. ([0, L]) e
do Teorema 3.6 podemos estender o resultado do Teorema de forma global. Isto é,
mostraremos que a solugao u(t) do problema de Cauchy e do principio de Dunhamel
pode ser estendida a qualquer intervalo de tempo. Definamos, formalmente, a nogao

de boa colocagao global.

Teorema 3.7. (Boa colocagio global). Seja ¢ € H,,, ([0, L]). Entio a solugio u(t) obtida
no Teorema do problema de Cauchy (3.1]) € globalmente definida em H', ([0, L]).

per
Demonstragao. Nosso objetivo, seguindo o Teorema [3.6| serd mostrar que a norma
[u(t)]l1 (3.33)

¢ limitada. No entanto, veja que para a solugao u(t), temos que a norma de H,, ([0, L]) é

tal que
1/2
()l = (/1 + [luf®)
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ou seja, mostrar que (3.33)) ¢ limitada, é equivalente a mostrar a limitagao das normas ||u/|?

e [[v/||?. Todavia, a limitacao da primeira norma é imediata, de fato segue da quantidade

conservada F' que para todo t € [0, T] vale
1 2
F= §||u(t)|| < 00, (3.34)

uma vez que, u(t) € L2,.[0, L].

Agora, devemos mostrar a limitacdo de ||/||. Para isso, usaremos a quantidade
conservada F(u), em particular, da igualdade ([3.23)) temos, para todo t € [0, 7] que

B() = L1 ~ D)t = B (335)

como nosso objetivo é mostrar a limitagao de ||u/||, é interessante escrevermos (3.35) como
9]
[ D11 = 2E(u) + - [lu(®)]| 4. (3.36)

Agora, vamos empregar a desigualdade de Gangliardo-Nirenberg no termo ||u(t)||7.. Para
isso, note que se fizermos j = 0,m = 1,k = —,p = 4,7 = ¢ = 2 e lembrando que [0, L] C R!
teremos que a igualdade ([2.6|) é satisfeita, de fato

Loty a1y 2]
p 1 4\2 1 8 8 4

tendo em vista que u,u’ € L*([0, L]) segue que da desigualdade de Gangliardo-Nirenberg

que
lu(t)l 2+ < Clla ()] lu(t)]**. (3.37)

Dai, levando (3.37) em (3.36]), obtemos

9|
@I = 2E(u(®) + 5 u®)llz:
< 2E 19l oy ° 3.38
< 2B(u) + 7 Clu®) llu)]". (3.38)
Agora, definamos uma fungao auxiliar f por f(t) = ||v/||*>. Ademais, usando as leis de

conservagao, (3.21)) e (3.22) e definindo a constante ¢y = %C"*HUOH3 temos que f(t) pode

ser escrita como
f(t) < 2E(uo) + o/ [ (). (3.39)

Veja que se supe(o 7y 1/ f(t) < co, teremos que

() < 2B (ug) + coy/f(t) < 2E(up) + & (3.40)
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definindo M; = 2FE(ug) + 2, segue que f(t) < M, portanto f(t) é limitada para todo
t € [0,7] e o resultado fica demonstrado. Por outro lado, se sup,c(o 71/ f(t) > co, para
todo ¢ € [0, T}, teremos que

2E<U0)
. _ 2F '
sup +/ f(t) ( sup 1/ f(t) CO) < 2E(u) = tSE,I)T] \/m = SUP¢efo,1) \/m T

(3.41)

portanto, mesmo que 4/ f(t) seja muito maior que ¢y ainda teremos pela desigualdade

(3.41]) que +/f(t) é limitada. Consequentemente, pela desigualdade ([3.40]), segue que a
fungao f(t) = ||v/(¢)]|* também serd limitada, para todo t € [0, T].

Entéo, o supremo de f(t) parat € [0,7T] é

sup f(t) = sup ||/ (t)|* < oo. (3.42)
[0,T7] (0,7
Em virtude dos resultados (3.34)) e (3.42)), segue que
sup [[u(t)|[f = sup ||/ (#)]|* + sup |u(t)]]*, (3.43)
0,7] 0,7 0,7]

para todo t € [0,7]. Logo, ||u(t)||; é limitada em [0, 7.

De posse da limitagao da norma da solucao u(t) em H,,,.([0, L]), podemos estabelecer

a boa colocacao global em H;er([O,L]) para o problema de Cauchy (3.1). De fato, se
aplicarmos o Teorema |3.3| para a solugao u(t) com dado inicial u(7T") podemos estender a

solugao u em um intervalo [0, (7' + AT)].

Agora, definamos T como o supremo dos valores T tais que a solugao u esteja

estendida no intervalo [0, T).

Vamos mostrar que 7' = co. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que T < oc.
Veja que, se T' < 0o, entdio é possivel obter uma sequéncia (t,,) C R, em que ¢, > 0 para
todon € N, t, — T de modo que a norma de u(ty,), para todo n € N, seja limitada, isto é
existe M > 0 tal que ||u(t,)||1 < M, para todo n € N.

Agora, vamos aplicar o Teorema de boa colocagao local para o dado inicial u(t,).
Com isso, obteremos, para cada n € N, a existéncia e unicidade de uma solu¢gdo v num
intervalo [t,,t, + Tp). Todavia, note que se escolhermos um ¢, que seja suficientemente
préximo de T’ teremos que a aplicacdo do Teorema garantird a extensao da solugao u
para o intervalo [t,,t, + To] em que T e [0,t, + To]. Entretanto, isso contradiz a hipdtese
de que o intervalo [0, T ) é¢ maximal. Em particular, o absurdo esta na hipdtese de que

T < oo, portanto, devemos ter que T' = co. Com isso, garantimos a boa colocacio global
do problema de Cauchy (3.1)). [ |

Observacao 3.3. Ao longo dos resultados de boa colocagio local em H,, ([0, L]) bem

como na prova da boa colocac¢ao global no Teorema sempre usamos o fato de que

95



t > 0. Todavia, os resultados podem ser facilmente adaptados para t < 0, em suma os
desenvolvimentos sdo todos andlogos. Nesse sentido, podemos considerar os resultados de

boa colocagdo aqui obtidos para t € R.

3.2 EXISTENCIA DE SOLUCOES DO TIPO ONDA VIA-
JANTE PERIODICA

Tendo em vista que o problema de Cauchy (3.1) é bem colocado, podemos obter
solugbes explicitas para a NLSE. Para isso, partiremos da equagao (1.4]) para uma formu-
lagdo geral e posteriormente nos direcionaremos a EDP apresentada no problema (3.1)).

Com efeito, multiplicando (|1.3]) por % temos, equivalentemente, a seguinte equagao

2 2
%‘wt(x, £) + tge (2,) — h—?gm(x, £)2u(z, t) = 0. (3.44)

As solugbes para a equacao (3.44]) podem ser postas, de forma geral por,
u(z,t) = ¢(x,t)e (3.45)

em que ¢(z,t), p(x,t) : R x R — R sao fungoes de classe C.

Com a finalidade de obtermos as expressoes gerais para as solugoes de ([3.44)

substituiremos (3.45]) em (3.44]). Para tanto, calcularemos as derivadas parciais de interesse

4 (1)

ur(z,t) = €% (41 + idpy)

| (3.46)
Ugy (-Ta t) =e'¥ (¢xz + 200200 + 10Pzz — ¢9092c)

onde, omitimos os argumentos das fungdes ¢ e ¢ para evitarmos uma notacao carregada.

Dai, substituindo (3.46)) em (3.44)) obtemos o seguinte desenvolvimento:

2 2

= 716 v (qbt + Zgb@t) +e v (¢a2m + 22@5:{:90:5 + @QSSDM: - ¢Qpi) - ﬁgkbe <.0|2¢6 v

= i (Z0 4 2600+ 00 ) + (200 + G — 05— 6

exigindo que tanto a parte real quanto imaginaria seja identicamente nula obtemos as

seguintes equagoes:

2m
2m

(3.47)
m
—?Qﬁ% + Ppz — QW?; - ﬁggb?’ = 0.

De posse de ([3.47)), vamos obter algumas solugoes explicitas para a NLSE. Essas serao

desenvolvidas sob algumas condigoes sobre a funcao ¢ e a constante g.
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Para ondas viajantes periddicas, consideramos as seguintes condigbes sobre (3.45))

¢(x,1) = du(x),
oz, t) = wt,

em que @, (r) : R — R é uma funcao L—periddica de classe C*°. Sob essas condigoes, a
equagoes dadas em ([3.47)) se reduzem a

2mw 2m|g|
2mw 2ml|g| )
De posse disso, definamos as seguintes constantes auxiliares a = —— e b = 2 Dai,
nosso problema entao se reduz a estudarmos as solugoes da seguinte EDO:
¢! — ap, + bgd = 0. (3.49)

Agora, determinaremos a solugao do tipo onda viajante periddica para a equacao (3.49)).
Com efeito, o procedimento inicial é o mesmo feito na se¢do anterior para as ondas
solitarias, isto é multiplicaremos ([3.49)) por ¢/, e integraremos a fung¢ao no intervalo (po, x|,
onde py ¢ um ponto do espago que contém a fisica de uma determinada condicao inicial,

ou de contorno, entdao temos o seguinte desenvolvimento:

0 = ¢;<> ¢ (s)ds +a xqb;(s)qbw(s)ds—b ”¢;<S)¢g<s>d5
_ 5/ S0l ds+ 5 [ ((0ueP)ds —b [ 2 (s ds
1 / 2I v 443
= SLE) + S(0ul))? - wa(s)) X

= GO+ 5620~ Febio)]| - | 3o + o2l — Sotim)|.

Definindo a constante B por

b
B = 562(r0) + 56 m) — 194(00), (3.50)

obtemos a seguinte quadratura

SO + S o) -

5 ¢ (z) = B. (3.51)

Resolvendo (3.51)) para (¢/,)? obtemos a seguinte expressao

(6L,)° = —ad, + gcbii +2B, (3.52)
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onde omitimos os argumentos para evitarmos uma notagao carregada nos desenvolvimentos
futuros. A expressao obtida em ¢ uma EDO de primeira ordem essencialmente
separavel, aqui nosso objetivo é determinarmos a solugao ¢,,, nesse sentido, faremos algumas
manipulagdes algébricas, de modo a tornar a expressao soluvel analiticamente. Entao,

primeiramente vamos reescrever o lado direito de (3.52)) empregando raizes de polindmios,

com efeito: b o B ;
a
o =5 [ — b+ ] = 50 - 26t - D), (359
210 b 2
~ ~ . . 4, 2a , 4B
onde 7y, =11, M2, —12 s&0 os zeros da fungao polinomial P(s) = —s* + > + - Agora,

suponhamos, sem perda de generalidade, que 17; > 12 > 0 e que 172 < ¢ < n;. Deste modo

os nis devem satisfazer as equagoes:

2a 9 9
5 = + 13
AB - (3.54)
I = —mn;-

Em seguida, passamos a definir algumas varidveis auxiliares as quais serao uteis nesta

abordagem e simplificardo os desenvolvimentos seguintes. Fagamos

O gz

a=2 . (3.55)
m Ui
Levando as novas variaveis descritas em (3.55)) na equacao (3.53), obtemos
2 _ bng 2\ (2 2
o =—7[1-a")(a®—1+Ek)]. (3.56)

2

Agora, definimos uma variavel adicional 1) = ¢ (z) de tal modo que essa satisfaga a relacao
o® =1 — k*sin®(y), (3.57)

dai temos que os seguintes passos

1—a?=1—(1—-k?sin*(v)) = k?sin?(¢),

a? — 1+ k%= (1—k?sin®(y)) — 1 + k? = k?(1 — sin®(v))) = k? cos® ()
do _dady _ K sin(w)cos(v)

dex  di dx /1 — k2 sin®(1)

02— k* sin?(v)) cos® ()

1 — k2 sin?(1)) v

levando essas mudangas de varidveis em ([3.57]) obtemos o seguinte

k* sin?(v)) cos® (1))
1 — k2sin?(y)

/27[7777% 2 qin2 D12 a2
U = 2 [ sin (1) - K cos®(¢)]

simplificando os termos obtemos

b (1 — k?sin®(¢))
2 Y

Y = (3.58)
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a qual é uma EDO separavel nas variaveis x e 1. Entao, extraindo a raiz de ambos os

lados, separando varidveis e integrando no intervalo [0, z] obtemos

* Y'(s) . “"”7}1\/5 S_Wl\/gx
/0 \/1—k:2sin2(@/1(s))ds_/0 \/§d V2

(3.59)

Assim, resta avaliarmos o lado esquerdo de (3.59)), para tanto, vamos introduzir que
¢, = ¥(s) o que permite deduzirmos que d¢, = ¥'(s)ds. O que é suficiente para garantir,

em vista de (3.59), que

A 560
o J1-k? ' '

sin?(¢,,) V2
Finalmente, fazendo a troca de variavel z = sin(¢), sugerida por Jacobi, temos que

dl
d =
0= =

e assim

(@) dé,, sin(4(x)) di
= . 3.61
/o V1 — k2sin?(g,,) /0 V(@ —2)(1 - k22) (361)

Agora, note que a integral do lado esquerdo de (3.61]) corresponde a Integral Eliptica de
m \/l_)x L
v2 )

Jacobi de primeira espécie e, com isso, podemos estabelecer que sin(v)) = sn <

Ou seja,

(@) = /1 — k?sin?(v) = $ 1 — k2sn? (7’1\/?3; k) = dn (7’1/?3; k) .

onde dn(-,-) é a fungdo dnoidal. Com isso, para explicitarmos a solu¢do do tipo onda

viajante resta voltarmos as variaveis originais e obtemos:
My 2mig
() = mdn (le, k:) . (3.62)

Por fim, obtemos a solu¢ao dindmica do tipo onda viajante para a NLSE (3.44)) por

my/2mlg| -
u(z,t) = mdn (mx,k) et (3.63)

onde A = n; corresponde a amplitude da onda. Evidentemente, a densidade de radiagao

do condensado ¢ dada por:

\/2m
lu(z,t)|* = nidn? <?h71\/§|g|x, k) : (3.64)

Para as condigoes [2m| = |i| = 1, a EDO associada ao problema (3.1)) é
¢ — wéu + |9l =0 (3.65)
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e as solugoes sao

oo () = mdn (771 |g|x, kz) , (3.66)

nl\/m iwt
u(z,t) = mdn ( e x, k:) e, (3.67)

A solugao (3.72]) é periddica e seu periodo é associado a funcao dnoidal conforme
apresentado do na Se¢ao Portanto, como a fungéo dn(u, k) tem periodo 2K (k), segue
que a solugao ([3.72)) possui periodo L dado por

2v/2
Ui |9|

L =

K(k). (3.68)

Além disso, o parametro k pode ser escrito em termos de w e ny. De fato, da

a w
primeira equagao de (3.54) e que — = W segue que
g

b
2_n2 2w —2|gln? 2w —2|g|n?
/fz(nz) _ ™ 2772 _ |29|772 _ |9|7722 (3.69)
m |g|n7 2w — |g|n3
e, portanto, o periodo L pode ainda ser escrito como
2/2
L = ————=K(k(n)). (3.70)

V2w — [gln3

Consequentemente, torna-se conveniente escrevermos a solugao dnoidal ¢,, explicitamente
em termos de k. Tendo em vista que 7, pode ser obtido explicitamente em termos de k e

w da seguinte forma

2w(1 — k?)

N2 = W (3.71)

e tendo em vista que 7y se relaciona com 7; por meio da primeira equacao de ([3.54))

podemos obter o seguinte desenvolvimento

ha) = sz 2(l— k) (J 2 20 -#) flol k)

lal  lgl(2—k2) gl lgl2—%)V 2

2w w
= 7|g|(2 — kz)dn (1 /72 — kzx, k‘) . (3.72)

O que mostra que a solugdo ¢, () dada em (3.72)) pode ser construida em termos
dos parametros w e k. Esse resultado sera obtido de forma rigorosa na seccao de analise

espectral.
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Observacio 3.4. E interessante notar que, de fato, temos uma solucio periddica Ou(z).
Com isso, seque do Teorema [2.1] que

¢ (x) = ¢ (v + L),

além disso, do perfil da funcao dnoidal temos ainda que
¢.,(0) = ¢,,(L) = 0.

Esses resultados serdo de extrema importancia nos desenvolvimentos futuros.

O seguinte teorema sintetiza e formaliza essa discussao. Os resultados originais
foram obtidos em (Angulo Paval, 2007).

) o . 2 .
Teorema 3.8. Seja L > 0 arbitrariamente fizado. Consideremos wy > QL% e o unico

Moo = M2 (wo) € (0, \/%), tal que

T, = N2 ) = L (3.73)

\2wo — [g|n3

Entao,

(1) Existem um intervalo J (wy) com wy em seu interior, um intervalo B (neo) com ny

em seu interior e uma unica fungao A : J (wo) — B (n20), tal que A (wo) = nap €

2v/2
V2w — |g|n?

onde w € J (wo) ,ms = Aw) e k* = k2(w) € (0,1) ¢ definido por k? = 2=2laln2

2w—|g[n?

L= K (k(n2)),

(ii) A solugio onda dnoidal em (3.72), determinada por 1 = m(w),n2 = M(w) tem
periodo fundamental L e satisfaz (3.65). Além disso, a aplica¢do

a:J(wy) — HL.(0,L])

per

w = ¢,

¢ uma funcao suave.

(173) J (wo) pode ser escolhido como (%2, oo).

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que 7, esta definido no intervalo (O, |“’g|)
Por hipétese, temos que 0 < 7y < 17 e da primeira igualdade de (3.54)), temos ainda que

2 2 _ 2w . ~ . o . ~
ny+n; = o Agora, veja que como 7, e 1y sdo estritamente positivos, entao

9 9 2w 2w
My <M <17 = M2<Mh <77
9] 9]
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Além disso,

9 9 5 2w w
2771>771+772:m = T > m

Por outro lado, temos também que

2 2 2 2 9 2w W
0<2772:772+772<771+772:m = N2 < ma

dai, combinando as desigualdades acima, obtemos que

2
0<n< i<771< = (3.74)
V1] V lg]

particularmente, segue que 0 < 1y < “’;7 = 1)y € (0, \ /°9J|>, conforme desejado. Agora,

prosseguiremos provando cada um dos itens do teorema.

Consideremos o conjunto aberto

272 w
Q= Jw)iw>—mn€ |0,/ — C R?
{(77 ) " ( \/|9|>}

e definamos a aplicacao ¥ : 2 — R, por

2v/2
\IJ ,W) = — Kk 7("] 9
(n,w) R (k(n,w))

2w — 2|g|n?
onde k%(n,w) = 2‘|g‘|772 Com isso, mostraremos a existéncia da funcdo A através do
w = (g|n

teorema da funcao implicita. Primeiramente, notemos que por hipétese, temos W(129,wp) =
L, de fato,

2v/2 20?2
U (02,0, wy) = ———=K(k(n2,wp)) = ———=K(k(12)) = L.
2wy — |g]m3 2wy — |g|n3

v oW

Agora, mostraremos que m # 0, mais precisamente, mostraremos que én’w) < 0.
n
Com efeito,
0V (1, w) 2v/2n . 2V2 dK Ok (3.75)

= K(k)+ .
on (2w — [g|n?)3/? J2w — |glp? Ak On
A derivada parcial de k(n,w) em n pode ser obtida por derivagdo implicita da expressao
(3.69), e resulta em
ok 2nw

on <0
o k(2w —|gln?)
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Com isso, fica claro que k é estritamente decrescente em relagdo a 7, pois por hipdtese

temos que k,n,w > 0. Além de que, a expressao (3.75)) pode ser escrita como:

ov 2v/2 4+4/2 dK
(mw) _ \/_"2 K (k) - V2 e (3.76)
on (2w — [g[n?)% k(2w — |g|n?)>'* dk
Por outro lado, a derivada de K (k) pode ser expressa pela seguinte igualdade
dK E(x)—(1-2*)K

dx x (1 —12?) ’

que vale para todo x € (0,1), onde E é uma integral eliptica de segunda espécie. A partir

de (3.76)) e (3.77)), temos a seguinte cadeia de equivaléncias

ov 2v/2n 4v/2nw dK
— <0 =

K(k) — o
an (2w — |g|n?)3/2 (k) k (2w — ]g]772)5/2 dk

dK
2k\/2n(2w — |g|7*) K (k) — 4\/57700%

= k@~ [ghP)? =Y
= 2kV2n(2w — |g|n?) K (k) — 4\/§an5]§ <0
— k(2w —|g|n*)K (k) — 2w§2 <0
— k(w— gl K (k) — 2w - ZH) ;((11 :]’:2)) Kk
— 01 -k)Q2w—|g|n*)K (k) — 2w(BE(k) — (1 - k*)K(k)) <0
= (K*(2w —|g|n*) +2w)(1 — B K (k) — 2wE(k) < 0

(2w —2|g|n?) w— 2 w 2 — 9%
— <(2w_ o) (2w — |g|n*) + 2 )(1 KK (k) — 2wE(k) < 0
— (4w —2|gIn*)(1 — K*)K (k) — 2wE(k) < 0

2\ gl 9%

— (4w —2|g|n°) <2w = |9|772> K(k) —2wE(k) <0
— 2lg|n*K(k) —2wE(k) <0
= |gln’K(k) —wE(k) <0

2w (1 — k%) iy
— \g\7|g|(2 — k2>K(k) E(k) <0
— 20 —-k)K(E)— (2-k)E(k) < 0. (3.78)

Definamos 3% = 1 — k%. Veja que, a funcao $%(n), dada por

) = (- ) = 1

w
¢ estritamente crescente, para n € (O, ), com 3(0) =0 e (1) = 1. Portanto, segue

9]
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de (3.78) que

O 0 e 21— I)K(k) — (2 K E(K) < 0

on
= 1) =0+PE(V1-2) 20K (Ji- ) >0

onde, f(1) = 0. Além de que, é possivel mostrar que f é estritamente decrescente, para,

isso, usamos que T = E(z) — K(x) e temos o seguinte
T

r'® = 26E< = 52)+ Mjl; V=) ( 1B@2>
- (V1) 42 mgu(%(f ;_ﬁ;)) = (=)
= 208 (\1-8) - p1+ ) (E Wl_;(W))
o e

1 %) 233
- o= B e (i) + A e - | e (Vi)
_ <25—2ﬁ31__ﬁﬂ;ﬁ3+25>E W>+<ﬂ+63 35__22463_253> <m)
33 —333 333
- (f—ﬁ§>E(ﬁ>+<f—525>K( 1_52)

Logo, isso permite concluir que

BL+p%) 28 ]E

P <0 = 1-PE(i-p2) - 1=K (J1-5) <0
= 1-PE(1-3) <0-PK (J1-7)
= 1-PE(Ji-2) <1+ K (J1-57),

e como E(x) < K(z) para todo x # 0, segue que f'(f) < 0, consequentemente, f(3) é
uma fungao estritamente decrescente. Logo, como § € (0,1) e f(1) = 0, entao, do fato
de que a f é decrescente segue que para 5 € (0, 1), tem-se que 0 < f() < 1, em suma,
f(8) > 0. Portanto, obtemos que

ov
an <0 <= f(B) <0, (3.79)

ov
para todo 5 € (0,1). Consequentemente, — # 0 e, logo, do Teorema da fung¢ao implicita

on

segue que existe uma curva A definida numa vizinhanca de wy, digamos I(wy), tal que

VU (A(w),w) = L, para todo w € I(wp). Disso, obtém-se (3.73)).
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Ademais, da arbitrariedade da escolha de wg no intervalo Z = (;, +o00 |, segue

da unicidade da func¢ao A que, podemos estendé-la do dominio para todo o intervalo Z.

Com isso, a prova fica completa. [ |

Corolario 3.1. Considere o mapa A : I (wo) — B (12,0) definido no Teorema[3.8 Entio,

A é uma funcao estritamente decrescente em I (wy).

Demonstra¢io. Do Teorema temos que W(A(w),w) = L para todo w € I (wp). Disso,

segue que
ag
d A Oow

@ =" rauy
an
Para mostrarmos que A é estritamente decrescente, resta provar que e < 0, pois do
w

ov
Teorema temos que o < 0. Portanto, da defini¢ao de k(n) do Teorema , podemos
Ui

escrever 1) como

n* = (Qw — \g\n2> (1- k2) = (20.; — \g\nZ) k2, (3.80)

e disso segue as seguintes equivaléncias

AU 0 22
— <0 <= — |————=K(k(n <0
dw Ow [ [2w — |g|n? (k(n2))
2
B 2v/2 K(E) + 2v/2n dK (k) -0
(2w — |g|n?)3/2 k(2w — |g|n?)5/%  dk
2
nwAK(k) o
T dk (2w —[g|n")K(k) <0

(2 — lgl?)h” dF< (k)
k dk

k2 dK (k)

~ Kk

K dk (k) <0

K2 (E—kK°K

k<mw)‘“@<0

E— (K +K*)K(k) <0

— (2w — |g[n*)K (k) <0

[ I A

0
e como, K (k) > E(k) para todo k, segue que o < 0, consequentemente, o corolario fica
w
provado. |
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3.3 ALGUMAS CONSIDERACOES FISICAS SOBRE A SO-
LUCAO ONDA VIAJANTE PERIODICA

Agora, vamos fazer algumas consideragdes tanto sobre as solugdes ¢, e u(zx,t)
dadas em e respectivamente. De fato, assim como no caso da equagao de
Schrodinger linear o objeto matemético u(z,t) é uma fungdo complexa, logo, ndao sendo
associada a medi¢ao de uma grandeza real.

Em suma, a interpretagao fisica para u(z,t) segue as linhas padroes da mecénica
quantica usual. Ou seja, o sentido fisico aqui é atrelado a grandeza |u(z,t)|*. Para
sistemas como os condensados de Bose-Einsten, |u(x,t)| denota a densidade de radiagao
ou particulas no intervalo [z, 4+ dz]. A interpretagao de uma densidade de radiacao é
associada a sistemas como um gas de fotons, esse tipo de interpretagao faz sentido em

sistemas como fibras épticas (BURGER et al., [2002).

O grafico a seguir apresenta o comportamento da solugao ¢@,, e da densidade |u(x,t)|?

para diferentes valores de |g]|.

1.0 4 1.0 4

0.9 4

0.8

0.8 4

0.7 1

Pulx)

0.6

0.4 4
0.54

0.4 4 0.2 4

0.3

(a) (b)

Figura 3.1 — Perfil da onda viajante ¢, (z) em (a) e |u(z,t)|* de um condensado em (b)
para diferentes valores de |g| e k = 0.5. Fonte: Do Autor.

No entanto, a solucao dnoidal traz consigo diversos outros aspectos fisicos interes-
santes. Em particular, o cardter peridodico por si s6 torna-se relevante, visto que grande
parte dos problemas usuais em MQ versam sobre a tentativa de construcao de uma funcgao
de onda u(z,t), tal que |u(z,t)| — 0, se z — oo. Nesse sentido, a onda dnoidal corresponde
a um exemplo fisicamente aceitavel de uma solugdo em MQ em que a fung¢éo u(z,t) nao

tende assintoticamente a zero, quando z — oo.
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Além disso, a solucao (3.72)) ainda pode ser melhor explorada quando analisamos

alguns casos limites. Em particular, os termos k e g sao essencialmente tteis e permitem

que a fungao ¢, melhor se adapte ao modelo que esta associada (BRONSKI et al., 2001]).

Nesse sentido, primeiro vamos estudar o comportamento de ¢, para alguns valores de k.

Conforme jé dito, as solugoes ¢, () sdo periddicas. Além disso, para valores médios
de k é possivel ver que o perfil de oscilagdo ¢, () assemelha-se a fun¢do seno. Entretanto,
para valores de k préximos de 1 o comportamento da fung¢ao dnoidal assemelha-se as

fungoes elipticas propriamente ditas, veja a Figura [3.2]

— k=01
k=0.2
— k=03
— k=04
— k=05
— k=0.6
k=07
— k=08
k=0.9
— k=0.99
— k=0.999

144

1.2+

1.0+

0.8+

Pu(x)

0.6+

0.4+

0.2 4

0.0 T T T T T T T T
0.0 25 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5

Figura 3.2 — Solugdes ¢, para w = |g| = 1 e diferentes valores de k. Fonte: Do Autor.

Particularmente, podemos ser mais rigorosos nessa analise. Para isso, vamos avaliar
tanto o comportamento da solu¢ao ¢, associada a funcao dnoidal, quanto a funcao K (k)
associada ao periodo L da solugao no limite em que k — 1. Primeiramente, veja que o

comportamento da K (k) é conhecido quando k& — 1~ esse é o seguinte

lim K (k)= o0

k—1—

consequentemente, segue que se k — 17, temos também que

2v/2
V2w — |gln3

ou seja, o periodo da solucao torna-se assintoticamente grande. Consequentemente, isso

L= K(k(n2)) — o0,

implica a perda da periodicidade do sistema fisico. Em relagdo a solu¢ao dnoidal, teremos,

ainda, que se k — 17, entdo dn(x, k) — sech(x), ou seja,

b, — ’; sech (\/(;{E) : (3.81)
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Esse resultado é especialmente interessante uma vez que, a solugao ([3.81)) corresponde a

uma onda solitaria (s6liton). Esse séliton, por vezes, é associado a estados fundamentais

da NLSE (Angulo Pava, [2007). Além disso, hé diversos trabalhos que exploram solucoes
solitonicas para a NLSE cujo perfil é exatamente de uma secante hiperbolica (BURGER
et al) 2002) e (BURGER et al., [1999).

Por outro lado, podemos ter o caso em que k& é muito pequeno. Nessa condigao,

temos o seguinte

2w w w
2 x _ — — .82
k 0 =— \/\g\(2—k2)dn <\/2—k2x’k> — R (3.82)

e logo a solugao periddica tende a um fator constante. Em suma, essas andlises tornam-se

relevantes para a solucao ¢,. Com isso, fica claro que as solugoes dnoidais ¢, contém
a fisica nao apenas de sistemas periddicos, mas ainda de regimes préximos associados
aos casos assintoticos de k. De fato, o termo k torna-se uma alternativa para adaptar a
solugdo ¢,, ao modelo de interesse. Em particular, no trabalho (BRONSKI et al., [2001) os

autores empregam k = 1 para avaliar as modulacoes de condensados de Bose-Einsten.

Por outro lado, também podemos avaliar as solugoes ¢,, com respeito ao parametro
g. Primeiramente, veja que esse foi tomado negativo com intuito de termos solugoes
periédicos. Entretanto, essa escolha possui a correspondéncia fisica de estarmos nos atendo
aos condensados de Bose-Einsten atrativos (ROGEL-SALAZARI 2013). No entanto, vamos

considerar |g| associado aos valores de k, discutidos anteriormente.

Com efeito, no regime em que k assume valores médios no intervalo (0, 1), temos
que o comportamento ¢, é essencialmente peridédico. As solugoes ¢, para casos diferentes
de |g| podem ser vistas na Figura [3.3]

— |g|=075]
lg|=1
1.2 A — lg|=125
— lg|=3
— lg|=2
— lgI=5
lg| =10

o5 \/\/
04 \/,/\/

1.0 4

¢u(x)

T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.3 — Solugoes ¢,, para k = 0.65, w = 1 e alguns valores de |g|. Fonte: Do Autor.
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A Figura motiva a discussdao de que o aumento da constante |g| diminui a
amplitude das ondas dnoidais. De fato, isso pode ser visto analiticamente na expressao

1

(3.72) uma vez que ¢, ~ ——. Por outro lado, podemos ainda ver que, nesse contexto o
9l

termo |g| age de maneira andloga a um termo de amortecimento num oscilador harménico

perturbado. Com efeito, veja que a EDO associada a ¢, é a seguinte

ol — wel, + |9l = 0.

Decerto, essa EDO corresponde a equagao de Duffing (SALAS; HERNaNDEZ| 2014)), que

¢ uma generalizacao do oscilador harmonico para sistemas em que os desvios das posi¢oes

de equilibrio sdo significativos até a ordem ctbica. No caso particular que g = 0, a EDO

acima degenera-se para o oscilador harmonico simples.

Agora, passamos a investigar o comportamento de |g|, frente aos casos em que

k — 17. As solugoes ¢, para k = 0.999 e diferentes valores de |g| sdo apresentadas na

Figura [3.4]

— |g1=075]
lgl=1

— Jgl=125

— lol=3

1.6 4

1.4+

— lgl=2
1.2 — lgl=5
lg1= 10

1.0 4

0.8 4

Pu(x)

0.6+

0.4

0.2

0.0+

0 5 10 15 20

Figura 3.4 — Solugoes ¢, para k = 0.999 e alguns valores de |g|. Fonte: Do Autor.

Nesse regime, as solugoes periddicas tendem a degenerar-se para o perfil de onda
solitaria do tipo secante hiperbdlica. Em verdade, essas solugoes correspondem aos
chamados sdlitons claros da NLSE. Aqui, a interpretacao fisica de ¢, versa sobre a
intensidade de radiagdo num condensado de fétons. Ademais, a constante |g| aqui age
como um termo que ajusta a intensidade de radiacao, emitida numa regiao localizada do

espaco.

Por fim, no caso assintético em que £ — 0 a solucdo dnoidal degenera-se para a

solucao constante. Nesse caso, temos uma onda de intensidade inversamente proporcional

a |gl.
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4 ANALISE ESPECTRAL

Com o resultado de boa colocagao obtido, vamos nos ater a estudar o espectro do
operador L, associado a EDO (3.65)). Para isso, usaremos os resultados da nova teoria
Floquet, os quais, foram estabelecidos no trabalho (NATALI; PASTORI [2014) e permitirao

que no6s mostremos que o segundo autovalor do operador L, é negativo.

4.1 OPERADORES ASSOCIADOS A NLSE

Com as quantidades conservadas obtidas em (3.18]) e (3.19) podemos definir o
funcional G por

G:H,

per

(0,)) — R

u = g(u)EE(u)jLwF(u):;/oL |z |? — ]g]’ |*do + = / lu|?du,
(4.1)

o qual, também ¢é conservado. Como a solug¢ao u é complexa, podemos escrever u =
(p,q) = p+iq onde p = p(x,t) e ¢ = q(x,t) sdo duas funcdes de H' ([0, L]). Com isso,

per

podemos reescrever (4.1)) como

Gp,q) = Ep,q) +wF(p,q) (4.2)
= 2/ 2t — ‘g‘(p +2p°¢? +q4)drc+g/0 (P* + ¢*)dz

Igl(

w L
5 pt + 2p%q +q4)dx+§/0 (p* +¢*)dx. (4.3)

= 5/0 —PPzx — 44za —

Podemos provar que o vetor (¢,,0) é um ponto critico do funcional G. Para isso, calcula-

remos a derivada de Fréchet de G. Primeiramente, calcularemos a derivada a Gatéaux.

De fato, sabemos que G'(u) é diferenciavel a Gatéaux em p,q € H,,,([0, L]), se
existe f € H 1([0, L]), tal que

per

1
lim — [Q(p — hs,q— ht) — G(p,q) — <fah(57t)>H’1 ([0,L))),H}

hoo h pET([U,LD] =0, (4.4)

para todo (s,t) € HL. ([0, L]).

per
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Entao, primeiramente, vamos desenvolver o termo G = G(p — hs, ¢ — ht), com efeito

Q
Il

G(p — hs,q — ht)
= ;/ _(p - h3)<p:m - hsmo) - (q - ht)(%cx - htmx)

_ gl [(p hs)' +2(p — hs)?(q — ht)? + (q — ht)"] da

+ 2/ p— hs)? + (g — ht)’dx

N ’g’ (0" — 4p*hs + 6p*h?s* — dph®s® + h's") + 2(p”q* — 2p°hat + p*h*t* — 2phsq?)

4ph?sqt — 2ph®st* + h?s*q* — 2h3s*qt + h*s*t?)
(¢* — 4¢°ht + 6¢°h*t* — 4qh®t® + h4t4)} } dx

+ o+ o+

L
% / p? — 2phs + h*s® 4+ ¢* — 2qht + h*t*dx
0

Podemos ainda organizar os termos da seguinte forma

1 L g
G = 5/0 ~PPuz — qGuz — |2| P+ 2°¢ + | + w(p’ + ¢)de
h? b |9| 2 4 272,2 2,4 2
o | e~ e — (125t + 282 W22 4 W2t + w(s? + 12)
0
— |‘?(6])252 — 4phs® + 2(p*t*4psqt — 2phst®s*q® — 2hs*qt) — 4qht + 6¢°t* — 4qht®)dx

h/Lp S+ Quat + DSzx + qt _|g|{
w(—2ps — 2qt)dx

4p3s — 2(2pqt + 2psq®) + (—4q3t)}

~ o+

L
h/o —8Pgz — tQuw + |‘?(Qp s+ 2p qt + 2psq — 2q3t) + w(—ps — qt)dz
+ G(p.q)+h*P(p,q,s,1)

onde, P(p,q,s,t) é uma fungao auxiliar introduzida para termos uma notagao mais limpa,

com efeito esta é

1 /L
P<pa q, 37t) = 5/0 —8Spp — tlyy — M |:h234 + 232h2t2 + h2t4:| + W(S + t2)
— |g| (6p*s* — 4phs® + 2(p*t*4psqt — 2phst®s*q® — 2hs*qt)

—  4qht + 6¢*t* — 4qht®)dx.

Com isso, podemos continuar o desenvolvimento do funcional G, com efeito separando os
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termos da integral em relagao as partes p e ¢, temos o seguinte

L
G = h/o —pms+|g|(p3s+p2q2(s+t))—wpsdx

L
+ h/O —quat + |9](¢°s + p*¢* (s + 1)) — watdz + G(p, q) + h*P(p, q, s, t)

:h<(—pm+|glp3—wp P’q* )(3>>
2 2 _ 3
p2q Qoo + 1916 —wa )\t )] 00

1..(0,L)
+ G(p.q) + h*P(p,q,s,t)

= h<QT(p, C]),(S,t)> +g(pv Q)+h2p(p7Qasat)

Hyer(10,L]),H},.(10,L])
com G'(p,q) é introduzido para termos uma notacao mais limpa e é dado por
; | —Pawtglp® —wp P¢
g (pa q) - 2 9 3

pq —oz + |9lq” — wq

Agora que calculamos G(p — hs,q — ht), podemos calcular a derivada de Gateux de G.

Com efeito, pondo (4.5)) em , obtemos de

o1

0 = lim 7 {g(p —hs,q—ht) —G(p,q) — ([, h (s, t>>H;;r([O,L])’HI}JGT([O’L])]
T _

= <Q (, 9), (S’t)>H,;£([0,L]),H;er([o,L]) s () (o, (0,L1)

= (G'(pg) — f.(s:1))

H}., (10,L]), Hper ([0,L])
ou seja, segue que a derivada de Gateux do funcional G é
—Paa +19lp° — wp ¢
f=6"q) = > ,
pq —Guo + |9l0” — wq

Ademais, tendo em vista a continuidade do funcional G, segue que a derivada de Gateux

coincide com a derivada no sentido de Fréchet. Portanto, temos que G’ = f, isto é,

92 3 2 2y 0
0 —0;q + |9/(¢° + p°q”) —wq
_ [ %+ 9l +pg?) —wp 0
0 —07q + |gl(¢® + ap®) — wg
_ [ O+ ) —w 0 p
0 B+l +p)—w )\ a )’

(4.6)

onde a matriz correspondente ao operador em (4.6)) é apenas uma reorganizacao da matriz
inicialmente obtida em (4.5)).
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Note que a ® = (¢,,0), onde ¢,, é a solu¢ao obtida em em (3.72)) é ponto critico
de G’. Usando (4.5)), temos

/ —a§¢w + |g|¢i — W, 0 0 0 -
w,0) = = =0.

Agora, vamos obter a derivada segunda no sentido de Fréchet de G. De fato, o
funcional G” pode ser obtido diretamente de G’ fazendo as derivadas em relacdo a p e q.

Calculando G” e aplicando no ponto ® = (¢,,,0), obtemos

(4.7)

g//(¢w,0) _ ( _ag + 3|g|¢c2u —w 0 )

0 —07 + 9]0 —w

A expressao em ([4.7), nos permite a defini¢ao do operador £,, : H,,,.([0, L]) x H),.([0, L]) —
L2 ([0,L]) x L2,,([0, L]) da seguinte forma

per per
d?y
——— + (w—3lgle?)y 0
Ly)=G"(y)=| da* 2y . (4.8)

0 —@ﬂL(W—\gW)i)y

O operador obtido em (4.8)) é de extrema importancia para o estudo da EDO (3.65|).
Ademais, podemos definir operadores auxiliares a partir das componentes de £,,. Com

efeito, teremos o seguinte

d? 9

Loy = 0 + w — 3lg|o3 (4.9)
d? 9

Ly, = —oatw— |9[&%- (4.10)

As solugoes dos operadores e (4.10) correspondem as duas solugoes linearmente
independentes associadas a EDO ([3.65)). E evidente que, a autofuncio ¢, é solucio do
operador L} associada ao autovalor A = 0. Por outro lado, para o operador Lg, temos

que ¢! é a autofuncao associada ao autovalor A = 0, de fato

/ d2 / / 2 4 d 3 / 2 4
Lanty = — 50 +wdl, = 3lglodel, = - (~wi + |9l6d) +wdl, - lglélel, = 0.
(4.11)

4.2 ESPECTRO DO OPERADOR L,

Agora, vamos estudar o espectro do operador £, obtido em (4.8). Determinar
o espectro desse operador sera essencial para garantirmos a estabilidade das solugoes

obtidas em (3.72). De fato, dado ao carater diagonal do operador L, podemos estudar

73



seu espectro analisando, separadamente, cada elemento da diagonal principal. Ou seja,

basta estudarmos o espectro dos operadores Ly, e L.

Vamos comegar com o operador £ . Nesse sentido, segue o resultado.

Teorema 4.1. O operador linear autoadjunto L3, definido em L2,.([0, L]) com dominio
H;er ([0, L]) ndo possui autovalor negativo; zero é um autovalor simples com autofungio ¢.

Além disso, o resto do espectro € constituido por um conjunto discreto de autovalores.

Demonstragio. O operador L | sobre LieT([O,L]), com dominio H?, ([0, L]), é linear,
autoadjunto e ilimitado. Da equagao (|3 , vemos que 0 é um autovalor associado a

autofuncao ¢, de fato

Libu = =0, +wdy, — 19d), = —(¢l, — won + |g]¢]) = (4.12)

Entao, segue da teoria Floquet que, desde que a solucdo ¢, nao tenha zeros em [0, L],
segue, pelo Teorema da Oscilagao que zero é o primeiro autovalor de £} e portanto

é simples. ]

O préximo resultado garante que existe uma familia suave de solugoes do tipo onda
periédica, com periodo L > 0 fixo, para a equacao (3.65)).

Proposicao 4.1. Sejam wy € (L2 , ) fizo e ¢, a solugio Ly-periodica de , onde
Ly é dado em - Se 0 # 0, onde 0 € a constante determinada na demonstragdo do
Teorema entao existem uma vizinhanca aberta O C ( 7T ) de wy e uma familia ¢,, €
H,,. ([0, Lo]) de solugoes Lo—periddicas para a EDO (3.65), que dependem suavemente de

w e 0.

Demonstrag¢io. Ver Teorema 3.3 da referéncia (NATALI; NEVES| 2013b)). |

Agora, vamos estabelecer um resultado sobre a positividade do operador £} . Em

particular, esse resultado serd importante para a estabilidade das ondas dnoidais.

Teorema 4.2. Sejam ¢, a onda dnoidal obtida em (3.72) e w € (L2 ,+oo> e considere

o operador linear L}, = —% +w — |g|¢Z, definido em H} ([0, L]). Sob essas condigoes,

existe um numero 3 positivo, tal que
B=inf {(LLS ) : f € HY (0, L), £l =1,(f¢)=0}>0. (4.13)

Demonstragio. Nosso objetivo é mostrar que o infimo do conjunto acima, é atingido e que
£ > 0. Com efeito, definamos, [ por

B=inf {(LLS, ) : f € Hy (0, L), | fl =1, (f,¢5) =0} (4.14)
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Tendo em vista o espectro do operador £} | segue do Teorema que > 0.

Agora, vamos mostrar que 5 > 0. Para tanto, suponhamos, por absurdo, que 8 =0
e considere uma sequéncia (f;) = (f;);jen de funcoes em H;er([O, L)), tais que ||f;]| = 1,
(f;,02) =0e (Lifj, i) — B =0, quando j — oo.

Nosso objetivo é chegarmos em um contradicao para este valor de 3. Nesse sentido,
a ideia da demonstracao serd obter propriedades especificas da sequéncia (f;) de modo

que isso seja possivel. Resumidamente, essas propriedades sao:

(a) A sequéncia (f;) é uniformemente limitada com a norma de H),,.([0, L]).

(b) Existe uma subsequéncia de (f;) que converge fracamente para f € L2,.([0,L]) e
vale que { f,¢3) = 0.

(c) Afuncao f, que é o limite da convergéncia fraca da sequéncia ( f;), é ndo identicamente
nula, i.e. f #0.

(d) Temos que (L} f, f) =0 e que ||f|| = 1. Consequentemente, o infimo do conjunto

{(Laf: 1) f € Hye([0.L]), IFIl = 1, (f. 000}

¢ atingido para f.

Com as hipdteses ja mencionadas e com os itens (a) — (d) torna-se possivel mostrar que a

suposicao de que = 0 é um absurdo. Com isso posto, vamos provar cada um dos itens

acima.

Demonstragao do item (a). Note que, a sequéncia (L7, f;, f;) é convergente,
logo, segue que ela é limitada. Portanto, existe M € R, tal que (L3 f;, f;) < M. Além

disso, do produto interno ( L}, f;, f;) temos também que
d2
<£ji_nfj7fj> = <<_d.’£2 tw-— |9|¢Z> fj?fj>
d2
= <_dl_2fj7fj> tw <fj>fj > _’g’ <¢if]>f]>

d d
= (Sd g )+ )l . 7)
R - ol (A2,

ou seja,

(Lififi) <M = |IfilIP+w—lgl (¢ f7) <M
= |l <M —w+lgl (¢ f7)
= |IfIP <M
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onde, M; € R é uma nova constante de limitagao que vale para todo j € N. Com isso,

segue que a sequéncia (f;) ¢ uniformemente limitada em H,,,.([0,L]) e o item (a) fica

provado.

Demonstracao do item (b). Da limitagdo da sequéncia (f;), segue que existe
uma subsequeéncia de (f;), a qual denotaremos de mesma forma sem perda de generalidade,

(f;)jen de fungoes de H', ([0, L]) que converge, fracamente, para uma funcio f € L*([0, L]),

per

portanto, segue que { f,¢3 ) = 0. Com isso, o item (b) fica provado.

Demonstracao do item (¢). Vamos mostrar que f # 0. Primeiramente, note

que a convergéncia fraca de f;, permite mostrar que

< j27¢5>_><f27¢i>7

se j — oo. De fato, como (f;) é uniformemente limitada em H'([0, L]), logo, a sequéncia

f7 — f? também o é. Entdo, de posse da imersdo compacta H,,, < L*([0, L]) segue que

L
(fF =102 = [ 6L~ e 0
quando j — 00, 0 que permite concluir que (7, ¢2) = ( f*, ¢2) .
Agora, suponhamos por absurdo que f = 0. Sob essa hipotese, temos que
(f2,00) = (f,0%) =(0,¢%) =0.
Ou seja, para todo € > 0 dado existe j, € N tal que para todo j > j, tem-se que

Por outro lado, também temos a hipétese de que (L7, f;, f;) — . Assim, temos que para

o mesmo € > ( existe j; € N, tal que
<‘Cjnf.77fj>_>ﬁ = <£(Jirnfjafj>_ﬂ<€
L L L
— [ fPde+w [ frde— | [ 62 fie -5 <
0 0 0

para todo 5 > j;. Do Teorema temos que w € (%z,oo), logo vale a seguinte

desigualdade
L L L L
0<w< [ IfPdrtw [ pde<erpilgl [ @R <erlol [ o2
0 0 0 0
para todo j > j;. Entdo, tomando j > max{jo, j1 }, obtemos
0 <w < 2,

L
em virtude da hipétese de convergéncia sobre / o2 f]?dac. Logo, da arbitrariedade de
e > 0, segue que w = 0 o que é um absurdo em virtude do Teorema |3.8] consequentemente,

obtemos que f # 0. Assim, a demonstracao do item (c) é concluida.
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Demonstragao do item (d). Agora, mostraremos que (L} f, f) = 0 e que

| /]l = 1. Da convergéncia fraca f; — f em H'([0, L]) temos o seguinte

0<{Lif f) < k|l +wllfI? ol (621 )
< Tim i |7+ T inf [L£5]® — lg| lim inf (62, /%)

IN

m i opopy
S ],li}rgolnf<£dnfjafj>_ﬁ
ou seja,
Jj—00

e disso, segue que ( L} f, f) = 0. Com isso, resta provar que || f|| = 1. Com efeito, é trivial

ver que || f|| <1 em virtude de || f|| < lim;_, inf || f;|| = 1. Entao, veja que

N
V- S =1 < WA HfH> 0

e, dado que o operador L} € linear, segue que <£dn T T f”> = (. Logo, podemos considerar
||l = 1, sem perda de generahdade. Com isso, o infimo ¢é atingido para a funcao f e o

item (d) do teorema fica provado.

Demonstracao do Teorema [4.2] Agora, podemos, enfim, provar que a suposi¢ao
de que f = 0 é um absurdo. Dos itens (a), (b),(c) e (d), bem como, da teoria dos

Multiplicadores de Lagrange temos que existe um par (\,n) € R? tais que

Lo f =X +n¢.
Entdo, tomando o produto interno de £} f com f, temos que
0= (L3f.f) = (A +ndl, f)

= MISIP+n(el f)
= MfIP <= =0

Agora, fagamos o produto interno de ¢, com L} f. Mas primeiramente, note que do fato

do operador L} ser autoadjunto, temos o seguinte
(Linf, ¢0) = (f. Lindu)
e, tendo em vista que o nicleo de £ é gerado por ¢,,, temos que
(Linf, 0w) = ([, Lindu) = 0.

Consequentemente, teremos o seguinte desenvolvimento

=(f, Lidw) = <£§nf Pu)
= (¢, dw)
= 77< ¢w> n=0.
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Com isso, temos que
Lif=0= L} f=0-F,

ou seja, 0 é um autovalor associado a autofuncdo f. Entretanto, sabemos que o nicleo
de L, ¢ o espaco gerado por ¢, consequentemente, f deve ser linearmente dependente
com ¢, i.e. f =k, com k € R*. Mas, do item (b) temos que, f é ortogonal a ¢?, pois
(f,d2)=0 = f L¢3 = ko, L ¢3. No entanto isso é um absurdo, pois veja que

0= (f,62) = (how ) =k [ ok, (4.15)

ou seja, terfamos que ¢ = 0, o que é um absurdo. Por conseguinte, temos uma contradicio

que vem da suposi¢ao de que g = 0, logo fica provado que 3 > 0.

Agora, vamos estudar o espectro do operador Ly,.

Teorema 4.3. O operador Ly, para g € R, dado em (4.9), tem exatamente um autovalor
negativo o qual € simples; zero é um autovalor simples com autofungdo ¢'. Além disso, o
restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores.

Demonstragio. O operador linear Ly, : H2,, ([0, L]) — L2, ([0, L]) é um operador de Hill,

per per

autoadjunto, com dominio denso em L2 ([0, L]). Pelo Teorema da Oscilagao 0
conjunto dos autovalores do operador Ly, ¢ infinito, todos seus elementos sao reais e os

seus autovalores satisfazem as seguintes desigualdades
)\0<>\1S)\2<)\3§>\4<"'<)\2n_1S)\2n<...,
onde a igualdade A\, 1 = A9, é associado a autovalores duplos. Ademais, vemos que 0 é

um autovalor de Ly, associado a autofungao ¢/, basta considerar (4.11)).

Entéo, de posse do Teorema [2.23] conclui-se que a familia de operadores lineares
{La4n} € isoinercial. Portanto, as propriedades espectrais do operador Lg, ficam definidas

para um wy fixado.

Agora, seguindo a nova Teoria Floquet, vamos resolver o PVI auxiliar a seguir

—y" + (w—3lgl¢2)y =0

"0 =~

y'(0)=0

(4.16)

posteriormente, mostraremos que a constante 6 dada em ([2.27))




onde L é o periodo da solu¢ao dnoidal ¢,,, é estritamente negativa.

Com a finalidade de garantirmos a maxima generalidade do resultado para o
operador Lg,, devemos mostrar que a constante # é estritamente negativa, para todo valor
de g < 0. Tendo isso em vista, primeiro nos ateremos ao caso particular |g| = 1. Isto é,

estudaremos o seguinte operador

d2
Ednl = +w — 3¢2

da?

onde ¢, é a solugao dnoidal para |g| = 1. Para esse caso, a solugao dnoidal ¢, e o periodo

Guy () = 5 iwk2 dn (1 / 5 iqux, k) (4.18)

K (k). (4.19)

(4.17)

w1’

L sao dados por:

L = 2

w
Ademais, o PVI (4.16) para esse caso fica dado da seguinte forma

—yi + (w = 3¢5,y =0
1

»(0)=0

Com efeito, para resolvermos o PVI (4.20)) e determinarmos 6, devemos empregar
algum método numérico. Em particular, empregamos o método de Rugen-Kutta de quarta

ordem, o qual foi implementado com a linguagem de programacao Python 3.10.2.

Nesse sentido, descreveremos as ideias gerais para implementacao do método. Com
efeito, consideramos o PVI (4.20)) fagamos a mudanca de varidvel u = ¢, de modo a termos

o seguinte PVTI associado a um sistema de EDOs

yi=u

u = (w— 3@25%1)?/1 (421)
0= G0

u(0) = 41(0) = 0

Agora veja que, uma vez que o operador Ly, é isonercial em k, segue que os parametros w
e k sao livres e sua escolha fica determinada a nosso critério. Nesse sentido, adotamos a

seguinte estratégia para a construcao do algoritimo

1° Escolhemos os valores de w e k e os deixamos fixados.

2° Determinamos o valor do periodo L, associado a onda dnoidal ¢,,, usando a equacao

(370).
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3° Calculamos os valores de ¢, (0) e ¢, (0) = ¢/, (L), para ter-se as condigdes iniciais

do PVI (.20)

4° Usando o método de Rugen-Kutta de quarta ordem resolvemos o PVI (4.20) e

determinamos os valores de z, tais que xr — L =~ 0.001.

5° Por fim, determinamos a constante 6, dada por

yi (L)

0 = =—~.
Y9 (0)

Essa implementagao pode ser acessada em |<https://colab.research.google.com/drive/
1KnRoUSDTtoEJ4RAVRNC2EzJbdq9b9pih?usp=sharing>| ou vista no apéndice [Bl Com

isso, obtivemos a seguinte tabela inicial de dados

koow o m Lo ¢, (0) ¢ (0)  1(0) =wu(L) wi(L) 0
05 10 0926 44601 1.069 —0.1527  6.5479  0.5217 —3.4161

Tabela 4.1 — Tabela com valores dos termos para o célculo da constante 6 com |g| = 1.

Tendo em vista que a constante ¢, é estritamente negativa, o resultado desejado
segue para o operador Lg,,. Agora, vamos estender esse resultado para o operador Lg,. De
inicio, veja que o periodo L dado em , para k e w fixados, nao depende explicitamente
de |g|, basta levar (3.71)) em (3.69)). Assim o perfodo L para as ondas dnoidais @, e @, é

O Imesimao.

Ademais, para esse operador teremos que resolver o PVI auxiliar dado em (4.16|).
No entanto, VeJa que a solugao y(z) = +/|gly1(x), onde y;(x) é a solugao do PVI (|4.20),
resolve o PVT . De fato veja que

—y" + (w—3lgled)y = —(\/@yl)”vL( 3|9|| kQ)cW( 5 wk)) V0glun

= —\MyH(w ”2< 2—k2x’k>>
= gl (=9 + (w = 362 )yn)
0

Mostraremos, agora que y(x) também satisfaz as condigoes iniciais. Com efeito, veja que

1 1
Pu(r) = —= - ¢, (x) = ¢/(0) = —=- ¢} (4.22)
V19l V19
e a condigdo inicial para y(0) pode ser escrita como
1
y(0) = - =\/lg (4.23)

o0(0)
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e ¢ evidente que y'(0) = 1/|g]y;(0) = 0. Entéo, tendo em maos o fato de que Ly, é isonercial

em w, podemos determinar a constante 6 da seguinte forma

y'(L)
0= . 4.24
5(0) 2
Todavia, tendo em vista que y(z) = 1/|g|ly1(x) para todo = € R, temos que
VIgly (L (L)
- 55 - ) % 4:29)
9]

e uma vez que |g| > 0, segue que § < 0. Com isso, obtemos o resultado desejado para o

operador Lg,.

Portanto, com o resultado da Tabela , e férmula segue do Teorema
que o autovalor A\; do operador Ly,, é zero, i.e. A\; = 0. Portanto 0 é um autovalor
simples e esse operador apresenta um tnico autovalor estritamente negativo que também
é simples. Além disso, desde que a familia de operadores {L4,} seja isoinercial, segue que,
independentemente dos valores de w € R, 0 é um autovalor simples e ha um tinico autovalor

estritamente negativo, que também ¢ simples. Com isso, o Teorema fica demonstrado.

Por fim, vamos estabelecer um resultado de positividade para o operador Ly,

analogo ao Teorema desta vez, para o operador Lyg,.
Teorema 4.4. Seja ¢, a solucao da onda dnoidal obtida pelo Teorema Sew € ( R +oo>.
Entao, o operador linear L4, = —% +w — 3|g|®? satisfaz

(@) inf {{ Lanu,u) s w € HY (0, L), Jull = 1, (u,6,) = 0} =7 =0,

(b) inf {( Layv,v) v € HL ([0, L)), o] = 1, (v,6) = 0, (v,¢2¢],) =0} =& > 0.

Demonstra¢io. Demonstragao do item (a).

A demonstragao é essencialmente similar ao Teorema[£.2] No entanto, vamos dividir

o item (a) em trés partes, sendo essas

o Na parte 1 do item (a), vamos mostrar que v < 0,
o Na parte 2 do item (a), vamos mostrar que

— Existe uma subsequéncia (u;) de mesmo nome de uma sequéncia (u;) =
(u;)jen € H.,(]0,L]), tal que u; converge fracamente para u € L*([0,L])

per

e vale (u, ¢, ) = 0.
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— O limite da sequéncia (u;) é uma fungao u # 0.

— Temos que (Lgpu,u) = 7 e que |lu|| = 1. Consequentemente, o infimo do

conjunto

{{ Lawu,u) - u € Hy ([0, L)), ull =1, (u, 6,) = 0},
¢é atingindo para wu.
« Na parte 3 do item (a), vamos mostrar que v > 0.

Ao fim, obteremos o resultado desejado para o item (a) como um todo.

Parte 1 do item (a). Primeiramente, veja que a onda dnoidal ¢, é L—periddica

e limitada. De fato, tomando uma funcao u € H,, ([0, L]), com |[u]| = 1, temos que
(Lgpu,u) = {(—u" +wu—3|gl¢2u,u)
= |lW/|* +w = 3lgl (¢F, u?)
> =3lgl (¢, u*)
> |t (420
onde || - || denota a norma do supremo e vale para toda u € Hp,.([0,L]). Veja, que

(¢, by ) =0, de fato

[ b= 6u0.li — [ budaa
[ e = [ o

[ blipuda =0
<¢(/u7 ¢w > = O» (427)

L
(6000) = [ doude

Pl

além de que, por ({.11]) temos que L4,¢/, = 0. Entdo, combinando ([£.11]), ([4.26) e (4.27)

obtemos que v < 0. Assim, a primeira parte fica provada.

([0, L]), tal que
llu;l| =1, (u;, ) = 0, para todo j € N, e ( Lanu;j,uj) — 7, quando j — oco. Em virtude

Parte 2 do item (a). Consideremos uma sequéncia (u;) C H,,,

da convergéncia da sequéncia ( Lg,u;, u; ), temos que ela ¢é limitada, ou seja, existe My € R,

tal que ( Lgnuj, uj) < Ms, para todo j € N. Além disso, do produto interno ( La,u;, u; ),
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temos que

d2
(Lanuj,uj) = <<—dx2+w—3|g|q§i> uj,uj>
P ,
= (= + o ) =3l LR )
d d
= (v o () =30l (62,18

= [[Wl1* +w = 3lgl (5, 4),

w? g

ou seja,

(Lantj uj) <My = [Juj]]> +w —3|g| (@2, uF) < My

= [P < M —w+3|gl (5, u7)

wr Pg
= [l < My

onde, M3 € R é uma nova constante de limitacao, que vale para todo 7 € N.

Com isso, segue que a sequéncia (u;) é uniformemente limitada em H),.([0, L]) e,

portanto, existe u € H,,,.([0, L]) e uma subsequéncia, que vamos denotar de igual modo

por simplicidade, tal que u; converge fracamente para u € LIQM([O, L]). Além disso, segue

da convergéncia fraca que (u, ¢, ) = 0.

Analogamente ao desenvolvimento feito na prova do Teorema [4.2] é possivel obter
u # 0. As ideias sdo similares e diferem, em linhas gerais, pelo fato do 3 que aparece
no ultimo termo do operador Lg,. Assim, podemos garantir a validade dos seguintes

resultados

o (uj,¢%) = (u?,¢}) para j — oo.

o u#0.

Agora, vamos provar que (Lg,u,u) = 7 e que ||u|| = 1. Da convergéncia fraca

u; — u em L*([0, L]), temos o seguinte

Y < (L) = ||+ wlull” — 3lg] (6, u)
< . . 112 . . 12 . . 2 2
< lim inf )2+ w Jim inf [Jug][* = 3lg] lim inf (62, u2)

< ]13?0 inf ( Lanuj,uj) =,
ou seja,

Y < <£dnu7u> < hm 1nf<£dnuj,uj) =,

j—o0
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e disso, segue que ( Lgu,u) = . Logo, resta provarmos que ||u|| = 1. Primeiro vejamos
que [Ju|| < lim inf |ju;|| = 1, ou seja, ||u|| < 1. Suponhamos, por absurdo, que |lu|| < 1,
j—o0

deste modo

lu <1 = 7= (Lanw,u) <

1 U U
—— (Lgu,u) = ( Lgn ,
fup {Lantr) <duuum0

ou seja, podemos escrever

HW%<WW<@WH|HOZ<@MM>:%

Portanto, nos resta estudar a seguinte desigualdade
|ul|>y <7, ouainda 0 <~(1— |ul?). (4.28)

Pela parte 1 da demonstracao vemos que v < 0. Consequentemente, devemos considerar

dois casos v = 0, ou v < 0, os quais nos fornecem

(1) sey =0, entao o desenvolvimento segue as linhas do Teorema Portanto, podemos

considerar ||u|| =1,

(ii) se v < 0, entdao temos que |lul|?> > 1, que contradiz a hipétese de que |jul| < 1.

Portanto, devemos ter que ||u|| = 1.

Com isso, fica provado que ||u|| = 1 e, por conseguinte, o infimo do conjunto

{(Lawu) - w € Hy (10, L)), lul) = 1, {u, ¢) = 0}

é atingido em u. Assim, a parte 2 do item (a) fica provada.
Parte 3 da demonstragao do item (a)

Provemos agora que v > 0. Para isso, empregaremos o Lema de Weinstein
fazendo com A = Ly,, R = ¢, e T = 7. De fato, o operador Ly, é um operador de Hill,
autoadjunto e com dominio denso em £2,.([0, L]) C L*(R) e do Teorema (4.3 segue que o
operador Ly, tem exatamente um tnico autovalor negativo simples. Logo, Ly, satisfaz

todas as propriedades espectrais para o emprego do Weinstein.

Entdo, resta obter uma funcéo x € L2,.([0, L]) de modo que Lanx = ¢.,. De fato,
segue do Teorema (3.8 - que a funcao ¢, pode ser construida suavemente em termos do

parametro w € ( 77 ), portanto, podemos derivar a EDO (3.65)) em relagao a w,

— ¢, =0. (4.29)

a(bw 2 8¢w a¢w
2] sl 0
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Logo,

9.
tan (-5 ) = (4.30

Agora, veja que de , temos que o nucleo do operador Ly, é o espago gerado por ¢,
ie. Ker(Lan) = |4, ] Alem disso, como H! ([0, L]) é um espaco de Hilbert, podemos

per

escrever H]}er([O, L]) como soma direta de um subespago com seu complemento ortogonal,

ou seja, Hp,.([0, L]) = [¢] ® [¢/]". Com isso, a restri¢ao do operador Ly, ao subespaco

(0L, Lan = [0 — [¢L]", ¢ invertivel e, portanto, de (#.30) podemos escrever

09y
w = ) 4.31
o = Ow ( )
, N ) 0Py, :
ou seja, a fungdo y procurada é xy = o Com isso, para mostrarmos que y > 0 resta
w

verificarmos que

(Lopu d) <0, (4.32)

que é a ultima condicdo para o uso do Lema de Weinstein. Com efeito, veja que o produto

interno da expressao (4.32)) nos resulta que
_ 9., L0,
1 _/_ _ _ 1 2
<‘Cdn¢w’¢w> - < Ow 7¢w> /0 B ¢w / ¢ dx,

assim, verificar que (|4.32]) é satisfeita passa a ser equivalente a verificar que

X aw / $2dr > 0. (4.33)

Para tanto, vamos multiplicar (4.29) por —¢,, integrar por partes em [0, L], usar as

condigoes de contorno periddicas para ¢, e a igualdade ([3.65)), de modo a obtermos

_ [t 9., ¢w d¢.,
0 = /0 — [&u] ||¢3 + ¢w—+¢2dx

_ 96, 9¢., ) 09 cb

——qbw[aw]OJr [ ] / ¢—+ w5
L

= /0 —¢! —a¢”+ ¢w—a¢“+¢ —3|g |¢3a¢w

L aw 3w 8w ﬁw
A e e P e

= [" o 2loiet e

Portanto,

[Fsar = 20l [" 625 (434)
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Por outro lado, da quadradura (3.51)), com |2m| = |h| = 1, temos que

(¢,)" = we? — @ (4.35)

dai, multiplicando (3.65)) por ¢, integrando por partes em [0, L], impondo as condigoes

de contorno periddicas de ¢, e usando (4.35), obtemos o seguinte desenvolvimento
L
0 = [ —¢lon+wod —|gléida
= GBI+ [ (L) + s~ lolokdr
L
= [0l +we — lglotda
L
g
A L N M
Portanto,
L 3 L
/ 2wl dr = §|g|/ o dx. (4.36)
0 0

Derivando a expressao (4.36) em w e usando (4.34)), temos o seguinte

8w(/OLngzSidx)—ai(;m/oL(bidx) — 2/ o +w wdx—6| |/ (b?’agbw
— / &2 +w%wczx 3lg |<2| |/ qsf,dx)
— aw/gbdx—(—l)/ S de.

Logo, o produto interno desejado fica dado por

(L3160, 60) = /¢ _—;/Oqugdx.

L2 Y
conseguinte, sob essa condi¢do, bem como da demonstracao da parte 1 segue que vy =0 e

Em virtude de que w € (E oo) segue do Lema de Weinstein que v > 0. Por

o resultado do item (a) fica completamente provado.

Demonstracao do item (b). O resultado provado no item (a), em especial a
parte 1, garante que & > 0. Suponhamos, por absurdo, que £ = 0. Nessas condigoes,
o desenvolvimento da prova é analogo ao feito no Teorema ou mesmo na parte (a)

anterior. Com isso, os seguintes resultados podem ser assegurados

o Existe v € HI}ST([O,L]), tal que |lvf| =1,
o <U7¢w> = 07
o (v,0%¢,) =0

86



e (Liyv,v) =0,

e O infimo £ ¢ atingido em wv.

Consequentemente, resta obter uma contradi¢do sob a hipétese de que £ = 0. Para isso,
empregaremos a teoria dos Multiplicadores de Lagrange, a qual garante a existéncia de
(A9, 1) € R? tais que

Lanv = M+ 9, + pd2 ol
Dai, fazendo o produto interno de L4,v com v, obtemos que

0=(Liv,v) = (X+ 0+ ugsdl,v)
= AMull* +0 (b, v) +u(2¢,v)
= Mp|P <= Ar=0.

Agora, facamos o produto interno de L4,v com ¢.,. Usando o fato do operador Ly, ser
autoadjunto, L4,¢,, = 0, e a igualdade (4.27)), obtemos que

0=(v,Landy,) = (Lanv, )
= (V¢ + ue2 e, 4., )
= 9 (G, ¢, ) +u{OLel, O,
= pu(dtel, ) = p=0.

Logo, como A = p = 0, podemos concluir que

Cdnv = 19¢w

P,
Por outro lado, veja que a autofuncao y = —;, obtida em (4.30)), é tal que Lg,x = ¢,
w

entao, usando a linearidade do operador Lg,, podemos escrever
Lan (v —1x) =0,

consequentemente, a funcao v — ¥y pertence ao ntcleo do operador Ly,. Tendo em vista
que o nicleo de L, é o espago gerado por ¢/, entdo, segue que existe 0 € R de modo que

v—1Ux = 0¢.,. De posse disso, vamos calcular o produto interno de v —Jx com ¢,,, de fato

0<¢;7¢w> = <v_ﬁX7¢w> = <U7¢w>_ﬂ<X7¢w> :_19<X7¢w>7

2
onde usamos o fato de que (v,¢, ) =0 e que (x, p, ) # 0, para |g| > 3 Mas note que

anteriormente mostramos que (¢, , ¢, ) = 0, obtemos que

19<X7¢w>20<:>19:07
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e, portanto, Lg,v = 0.

Tendo em vista que o nicleo do operador Ly, é o espago gerado por ¢/, temos que
v pode ser escrito como combinagao linear desse vetor, i.e. v = k¢!, para k # 0. Com isso,

temos que

0=(v,050),) = k(&L 050, ) = k((¢L.)%, 0% ) = klld,0ul == [1d0ul =0, (4.37)

que é um absurdo, pois ||¢/,¢,|| = 0 se, e somente se, a funcao ¢, ¢/, ¢ identicamente nula.
Em verdade, temos que ||¢/,¢,|| > 0, logo, segue que a suposigao inicial de que £ =0 é
falsa. Entao, devemos ter que & # 0 e junto com o resultado anterior, segue que £ > 0 e

assim o resultado fica provado. [ |

Com os Teoremas (4.2 e [£.4 em mao, temos as ferramentas necessarias para o estudo
da estabilidade das solugoes u de (3.1)).
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5 ESTABILIDADE

De posse dos resultados de boa colocacgao global, andlise espectral e positividade
dos operadores Ly, e L , mostraremos que as solugdes periédicas u(x,t) da NLSE sdo
estaveis, para perturbagoes dos dados iniciais. Para isso, empregaremos o método classico

de Lyapunov e as quantidades conservadas (3.18) e (3.19), bem como o fato de que a

NLSE ¢ invariante sob translagoes e rotagoes, para mostrarmos que a érbita
Oy, = {€¥0u(- +y,1); (v, ) € R?} (5.1)
gerada ¢,, é estavel com respeito ao fluxo gerado pela equagao de Schrédinger nao linear.

Defini¢ao 5.1. Dizemos que a solugdo periodica da equagdo (3.1), € orbitalmente estdvel,
em H', ([0.L]), se para todo € > 0, existe 6() > 0, tal que se

per
luo = dully <0,
entdo a solugdo u da equagao de Schrodinger nao-linear (3.1), com dado inicial ug, satisfaz

inf
(y,p)ER?

u(t) — g (- + y)H1 <e.

Agora, nosso objetivo serd demonstrar que as solugoes u(t) sdo estaveis em
H;er([(), L)), com respeito ao fluxo da NLSE. Para isso, vamos prosseguir com uma série
de resultados auxiliares. Posteriormente, estabeleceremos a estabilidade de ¢, em um
conjunto particular sob a condicao de pequenas perturbagoes. Em seguida, usando o mapa
a obtido no Teorema mostraremos que ¢ possivel estender a estabilidade de ¢, para

perturbacoes arbitrarias em todo H', ([0, L]).

per

Tendo isso em vista, vamos a algumas defini¢oes e resultados auxiliares.

Definicao 5.2. Para caday € R e p € [0,27) et € R, definamos

Qt(y7 ()0) = ‘

Entao, a distincia da solugio v = u(t) do problema (3.1) até a drbita Oy, denotada por
Pu(:y ) € medida por

Cw Hu( +y,t)e" — gwaQ : (5.2)

W(-+y,t)e’ — ¢,

[0 (1, Og,)]* = inf  (y, ). (5.3)

(y,)€[0,L]x[0,27)

Observacgao 5.1. Note que o funcional 4 (y, ) definido em (5.2) corresponde a uma
seminorma que associa a solu¢io dnoidal ¢, com a solu¢io u(t) do problema de Cauchy.
Mais que isso, os parametros y e @ correspondem as varidveis de translagdo e rotacao da
solugdao u(t) em relagio a solugio dnoidal ¢,. Nesse sentido, uma definicao onde o termo

e'? esteja associado a ¢, torna-se, essencialmente, andloga.
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De posse do funcional (y,¢), vamos mostrar que seu infimo é atingido em

(y(t), p(t)). Para isso, vamos demonstrar dois importantes lemas.

Lema 5.1. Suponha que para algum t € [0,00) e algum (yo, @o), tenhamos

(0, %0)) < 1,117 + wllpul|*. (5.4)

Entao, seque que

inf{%((y, )ly € [0, L], o € [0,2m)} (5.5)

¢ atingido em R.

Demonstrag¢io. Consideremos u(t) uma solugdo do L—periddica do problema de Cauchy
(3.1) com dado inicial ug e v(z,t) = '@, a solucao associada a onda dnoidal. De posse

disso, vamos calcular o limite do funcional (y, ¢) para quando y — L, com efeito

. 2 . 2
. _ . / o ) o
Z}EIII/ Qt(ya 80) - Z}lgri _‘ u (J,‘ + yvt)e wa tw HU(ZL‘ + yat)e ¢w” }
= lim [[Ju/(z +y, 0)e?|* + l0L]" = 2]lw'(z +y, B e | +
+ lim [Ju(e + 5,01 + 6] = 2lue +y. ).
= lim [l @) ” + 16017 = 2[l/(z + y, )L || +
y—L L
+ lim [[lu(®)e] + [ @ul® = 2lue + y. t)e o, | +
y—L L

= O + 16,117 + wlu@* + wléwl

L ) L )
— [lim 2 [ Re(d(x+y,t)e¥¢,)dx + lim 2 [ Re(u(z + v, t)e“%w)dm] .
y—L 0 y—L 0

(5.6)

Portanto, para obtermos o desejado, basta mostrar que o termo dos colchetes (5.6)) é nulo.

Primeiramente, mostraremos que

L ,
I =lim [ Re(u(z+y,t)e?¢, (z))dx

y—L Jo
é zero. Explicitando a funcio u(t) = e™'¢, integrando por partes e usando a periodicidade

das fungoes ug e ¢, temos

L )
I, = lim [ Re(¢/(z+y)e' el (x))da

w

y—=L Jo
L
_ : i(ptwt) 1/ L_ : i(ptwt) 1
= lim Re(@(w +y)e' 06, (@)|; — lim | Re(é(w +y)e' g} (a))da
L+vy .
= lim Re(ug(z)e' D! (z — y))dz,
y—L Jy
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onde na tltima linha fizemos uma mudanca de varidveis. Agora, note que como |e¥+9)| =

1, podemos escrever

—uo()¢ly (x — y) < uo()e T (x —y) < uolx)g(x — y). (5.7)

Agora, vamos mostrar que a funcio uy(x)e! ¢! (x — y) é integravel. Para isso, note

que da desigualdade de Holder, temos que

Lty i(Fwt) 411 Lty 1"
/y o (2) @0 ¢ (3 — )| da s/y o (2) ¢, (x — y)|da

Lty 1/2 Lty 1/2
([ hwas) o+ ([ otto - )
Yy Yy

< luolllgs(- =)l

IN

2
per

e, em virtude das fungoes ug e ¢ pertencerem a L2, ([0, L]), segue que

luollll@i (- = y)II < oo

e, logo, a integral acima ¢é limitada. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, podemos garantir tanto a integrabilidade da fungao desejada, quanto que

L ) L+y
lim [ Re(u'(x+y,t)e¥¢ (x))dr = lim Re(ug(z)¢! (z — y))dz, (5.8)

y—L Jo y—L Jy w
em virtude da desigualdade (|5.7)).

Agora, veja que, como ug e ¢, sao duas fungoes L—periddicas, segue que o produto
upp, também é uma fungao periddica. Todavia, o periodo fundamental do produto dessas
fungoes é, um divisor do periodo L. Logo, esse produto também possui periodicidade em

L, mas nao periodicidade minima. Considerando a func¢ao

B() = - (uo()f,(0))

podemos escrever
L+y
lim / up(x)d. (x)dz = ®(2L) — ®(L) =0
y—L Jy
e, portanto
L ) L+y
lim [ Re(u'(xz +y,t)e?¢. (x))dx = lim / Re(up(x)d! (x — y))dz = 0, (5.9)
y—L Jo y—=L Jy
conforme desejado. Analogamente, podemos mostrar que
L )
I, =1lim | Re(u(zx +y,t)e?d,)dx = 0. (5.10)
y—=L Jo

Tendo em vista que os termos do colchetes em (|5.6)) sao nulos, obtemos que
lim Qu(y, ) = [ (O + ML+ Nul)* + [[6u]*.
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Logo, existem y;, 1 € R e um retangulo R, definido por

R={(y,¢) €[0,L] x[0,27)| =1 <y <y1,01 <9 < 1}, (5.11)

com —y; < Yo < Y1 € —¢1 < o < 1, tal que |, é continua e, portanto, o infimo

) Qu(y, ) = inf Oy, ) ¢ atingido. Com isso, o lema fica demonstrado.
(y,9)€[0,L]x[0,27]) t(y: ) Vo)ER (Y, ¢) g

Agora, vamos mostrar que existe um intervalo I = [0,7], tal que o infimo de
Q4 (y, ) é atingido, para todo t € [0,T] em (y(t), ¢(t)).

Lema 5.2. Eziste um intervalo temporal da forma I = [0,T], onde o inf Q(y, @) € atingido
em (y(t), p(t)), para todo t € [0,T].

Demonstragio. De inicio, consideremos u(t) = e™'ug(x) uma solugao do problema de
Cauchy (3.1]), com dado inicial ug € H' ([0, L]), e v(z,t) = ™'}, (x) a solucio associada

per

a onda dnoidal. Segue da dependéncia continua dos dados iniciais que para £ > 0 arbitrario,

é possivel obter § > 0, de modo que
luo — dull, <9, (5.12)
entao
Hu(t) — em¢wH1 <eg, paratodote [0,7]. (5.13)
Logo, se t € [0,T], entao
u'(-+y t)e™ — ¢,

Qt(y,wt) - ‘ ? +w Hu( + y,t)em - ¢wH2

< max{Lw}ul +y. e — o]

< max{1,w}e’.

Pela arbitrariedade de e, podemos escolher € > 0, tal que

o IR+ wlon?
max{l,w}

(5.14)

Portanto, segue do Lema que o infimo de Q4(y, ) serd atingindo em (y(¢), ¢(t)), com
t € [0,7]. Com isso, o lema fica provado. |

Com o Lema temos que existe 7' > 0, de modo que o inf Q,(y, ¢) é atingido
em (y, @) = (y(t), p(t)),Vt € [0,T]. Assim, podemos escrever

[ (u(t), 0,)]" = (1), (1)), ¥t € [0,T]. (5.15)
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Agora, vamos considerar uma perturbacao na onda viajante ¢, do seguinte modo
u(z +y,t)e’? = ¢u(x) + 2(x,t);  com z = p(x,t) +ig(x,t) (5.16)

para t € [0,T] e y = y(t),p = ¢(t) determinados por (5.15) e, por simplicidade, vamos
por p = p(z,t) e ¢ = q(x,t). Agora, vamos enunciar o resultado sobre as relagbes de

compatibilidade entre p e q.
Lema 5.3. O par (p,q) satisfaz a sequinte relagio de compatibilidade

[ onta, tydz =0

L (5.17)
/0 ¢ q(x, t)de =0, Vte[0,T].

Demonstragio. Com efeito, vamos escrever a solugao u € C como, u(t) = a + bi em que

as fungoes a = a(x,t) e b = b(x,t) sdo ambas reais. Além disso, para t > 0 obtemos que

L L
/ W — ¢ 2dx + / lu — ¢ |2da (5.18)
0 0

= /L (a’ew + b’ — gb;) (a'e_w —ible ¥ — gb;) dr +

0

Qy, »)

+ w /OL (aew + ibe'? — gzﬁw) (ae’i“’ — ibe™" — gzﬁw) dx. (5.19)

Vamos derivar a igualdade (5.19) em relagdo a p. Com efeito, temos o

Q@ _ /OL (ia/@i@ — b/ew) (a’efw _ e i — Cbi,) X (a’ew L ibei (b;) (—Z’a’e*ﬁﬁ B b/e*iso) o
+ w [/OL (iaei@ — beiso) (ae—w _ibe e _ (/%) 4 (aew 4 ibei® — wa) (—iae‘i“’ _ be‘i“’) dx} |

agora, vamos desenvolver o produto dos parénteses acima. Para a integral sem o fator w
temos
(ialew _ blew) (ale—icp o Z'ble—icp . (biu) — ia/Q + ba — ialeitp¢(lu —bvd + ib/2 + blez‘cpgbid
= i(a? +V?) + eV —id)e.,,
e, também,
(alew + ib,ei(p _ gb;) (_Z'ale—icp . ble—up) — —ialQ —adv + ba — ib/2 + ia'e_wgb; + ble_i(‘qu;
= i(=b? —d?) + e % (id + V).,
Dai, a primeira integral de €2, pode ser escrita como
L .
/o e (ia + V)¢, + e (b —id) . dx.
Para a integral proporcional a w o desenvolvimento é andlogo, ou seja, temos o seguinte

L . .
w / e~ (ia + b)g, + (b — ia)dudz.
0
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Com isso, podemos continuar o desenvolvimento para {2,. Com efeito, expandindo as
exponenciais de Euller, integrando por partes e usando a condi¢ao de contorno periddica

sobre ¢, temos o seguinte desenvolvimento

L L . )
Q, = / e (i + )L, + e (b —iad)¢ dx + w/ e "¥(ia + b)p, + ¥ (b —ia)p,dx
0 0

L L
= | Ldli(e7 — ) + gL (e7 + e dx + w/o boai(e” — ) + ¢ ble™ + e)dx
— /OL ¢l ,a' (2sin(p)) — gL b (2 cos(p))dr + w /OL ¢ua(2sin(p)) + ¢,b(2 cos(p))dz

L

= 2 [ ((agl) — agl)sin() = ((b6L,) + bel) cos(¢)dz +
- / dwa(2sin(p)) + ¢ub(2cos(p))dx

L
= 2sin(p) / a(—=¢! + way)dx + 2 cos(p) /0 b(—¢., + wo,)dx

0
como ¢, satisfaz a EDO (3.65]), entdao, obtemos a seguinte igualdade

L

L
Q, = QSin(cp)/O a(—¢! + woy,)dx + 2cos(<p)/0 b(—¢y, + wo,,)dx

L L
= 25111((,0)/0 a|g|¢id:)§+2(:os(<p)/0 blg|oddz. (5.20)

Por outro lado, derivando a igualdade ([5.19)) em relagao & y, nés obtemos
Q, = /0 (a"ew + Zb"e“p) (a’e W _qble — gbzu) + (a’ew +3be’? — gb;) (a"e ¥ —qb'e “'9> dx
+ w/ ae? +ibe?) (ae ™ —ibe " — @, ) + (ae™¥ +ibe'? — ¢, ) (a'e ¥ —il'e %) dx
) ( ) ( %)+ ( %) ( )

vamos prosseguir de forma andloga ao feito acima. Com efeito, vamos desenvolver os

integrandos da primeira integral, esses sao

(a"ew + ib//ez’go) (ale—icp _ibe i _ qb/w) —d'd —id"V — d"d €i<p +id b + By — b :}eiap
= e (—d" —ib") ¢, +d"(a' —ib) + 0" (b +id)

e, também,

(a/ez’go + bl — 925:)) (aﬁe—up i Z-b//e—up) = dd" —idV + vy — a//e—icp(ézd +iba" — Z'szub,/e_w
_ e—icp(_a// + Zb”)gb; + a//(a/ + Zb/) + b//(b/ . ia')

logo, a primeira integral de €2, é

L ) ) ) ) .
I = / a’ (e + )l +ib" (7 — )¢, — 2¢'°a" @, + 2a"a’ + 20"V dx
L

, L
)L, + i (67 — %) g, dx+/ (@ 4+ 1)

4+ ib" (e Vol dx + / (|u')?)d

~

Il

€I )G, b (7 — ) g,
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onde usamos a periodicidade da funcao u. A outra parte da integral de €2, é andloga,

portanto, segue que €, é
L . ) ) )
Q, = / —a"(e7 + )l 4 ib"(e7 — €'?) ¢ dx
0
L ) ) ) )
+ w/ —d'(e™ +e¥)p, + V(7% — ') du.
0

Entao, desenvolvendo as exponenciais, integrando por partes e aplicando as condigoes de

contorno periédicas, obtemos o seguinte para €2,

L L
Q, = 2/0 —a" ¢, cos(p) + "¢ sin(p)dx + Zw/o —d' ¢y, cos(p) + by, sin(p)dx
L
= 2 [ (@l — gl cos(p) + (V9L — /el sin(p)de +
+ 2w /OL —d' ¢, cos(p) + b ¢y, sin(p)da
= 2 /OL —a" . cos(p)dx + V"¢, sin(p)dr + 2w /OL V' ., sin(p) — da' ¢, cos(p)dx
= 2cos(p) [ a(ef) —wo)dr —2sing) [ V(el] — woL)dr
0

0

Usando o fato que ¢, é solugao da EDO ([3.65)), temos que:

L L
0, = 2eos(p) [ a(6l —wo,)dr —2sin(p) [ V(6L —wo.)de
L L
= 2cos(y) [ dlglolde —2sin(p) | Vlgléida
L L,
= 2cos(<p)/0 a<bw2¢;dx—2sin(g0)/0 bp 2 dx. (5.21)

Agora, usando a representacao da perturbacgao na solucao onda viajante, isto é a igualdade

(5.16)), podemos escrever

u = e (¢, +2)
= (¢ +p+ig)
= (cos(p) = isin(p)) (¢u +p +iq)
= ¢, cos(p) — g, sin(p) + pcos(p) —ipsin(p) + iqcos(p) + gsin(p). (5.22)

Entao, como u = a + bi obtemos, por inspecao na expressao ([5.22)) que os termos a e b sdo

tais que

a = ¢, cos(p) + pcos(p) + gsin(p)
b= qcos(p) — p,sin(p) — psin(ep).

(5.23)

Agora, de fato obteremos as relagoes de compatibilidade. Para isso, usaremos a propriedade
de minimo, a qual exige que €, = 0 e 2, = 0. Desta forma, pondo as igualdades ([5.23))
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emobtemos
L L
0 = ZSin(@)/O a\g\qﬁida:—l—Qcos(go)/o blg|p dx
L
= 2lglsin(y) | (6, cos(p) +peos(ip) + gsin(y)) 6}da
L
+ 2lgleos() [ (geos(p) = o sin() - psin(y)) oldr

L L
= 2|glsir12(90)/0 q¢idx+20082(<ﬂ)/0 q¢}dx

com isso, obtemos a primeira relagdo de compatibilidade que é
/OL 63 da = 0. (5.24)
Agora, usando as igualdades em obtemos o seguinte
0 = 2cos(e) [ (B cosl) + peos(e) +asin()) Gl
~ 2sin(p) [ (gcoslp) — dusinlp) — psin(p)) G2Ldr

L L
= 2 oldldu+2 [ potelde =0,
0 0
Como

Loy 1pkdgy  ¢u(L) —¢i(0)
A¢w¢wd$—1 0 dxdx_ 4 =9,

em vista da periodicidade da funcao ¢, entao, a segunda relacao de compatibilidade fica

determinada, esta é

/OL ¢2 ¢ p(z,t)dr = 0. (5.25)

Com isso, o lema fica provado. |

Agora, vamos estudar o funcional G definido em (4.2). Em particular, vamos obter
a variacao de G em relagao a onda dnoidal ¢, e a solugao perturbada dada em ([5.16)), com

efeito

AGI0) = G (o) = G (6u) = AG(H) = G(u(t) ~ G (6.) = G (6 + 2(1)) = G (6)
I / 712 |g| 4 2
= 5 [ 1L+ P = g+ 2+ wlo, + 2 da
R N TR (5.20

O calculo de AG sera essencial para mostrarmos a estabilidade das ondas dnoidais. Tendo
isso em vista, vamos estabelecer alguns resultados para aproximarmos AG considerando

até as formas quadraticas de z.
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Definigao 5.3. Definamos o funcional linear f : H,,.([0,L]) = R por f(y) = |y|*.

Usando a série de Taylor, podemos expandir o o funcional linear f com y = ¢, + z,

em relacao a variavel z, em torno de ¢ de modo a termos

fbotz) = |¢w+z|“

Agora, vamos calcular as expressoes para f'(¢,) e f” (gbw).

I (¢“) + R(2). (5.27)

Note que, o funcional f(y) pode ser tratado como uma fungao de duas varidveis.

De fato, podemos escrever que f = f(y,%) = (yy)?. Com isso, a derivada total de f(y,7) é

F(y,9) =20y + 2(yy)y = 2lyl*7 + 2yl*y. (5.28)
aplicando ao vetor (z,%) temos o seguinte
Flym)(22) = 2yl'yz +20ylyz
= 2yl’@=+72)
= 4|y|* Re(72). (5.29)

Agora, vamos calcular f”, com efeito a derivada segunda do funcional f é matriz hessiana

associada. Logo ¢ dada por:

o°f  0°f

L oydy  Oydy 272 4 ly| 2

[y, 9) = a2 (5.30)
o 2 e
oy?  O0y?

Usando ((5.30)), vamos calcular de f”(y,7) aplicado ao vetor (z,%)?, com efeito

temos os seguinte

Pl = (- z)<f|;2 o )()

= 25°2° + 4|y|*27 + 4|y|*2Z + 2477

= 2y[*2* + 8ly[*2z + 2|y[*z

= 2ly|? (22—1—4,22—1-22)

= 2ly|? (z +222+222+z>

= 2yl? (2 + 202 + 2]z + 22

= 20y (¥’ +2pq2—q ) +2(0° +¢°) +200° + ) + (0° — 2pai — ¢°))
(w
(
(

= Al (2° + * + )

= Ay (262 + |2P). (531)
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Agora, vamos fazer y = ¢, nas igualdades e . Em segue
F'(0u: 00) (2,2) = 49u|* Re(du2) = 4]¢u*dup = 4|0[’p, (5.32)
e em (|5.31))
[ (G b0) (2,7) = Aloul” (20" + =) (5.33)
Substituindo as expressoes e na igualdade obtemos

2 2 2
F(60) = lult +aloufrp+ WL ED)

(Gl + 4l6ul*p + 2l6u|* (20° + |2I°) + R(2). (5.34)

Agora, podemos voltar a nos ater ao funcional AG.

+ R(z)

Entdo, usando a imersdao compacta H. ([0, L]) < L2 ([0, L]), levando a igualdade

per per

(5.34) em (5.26) e usando que ¢, é solucao da EDO ( obtemos que a variacdo do

funcional G(u) é

LL ., Lok,
AG(t) = 5/0 |¢w+z2—M|¢w+z|4+w|¢w+z|2dx—2/0 |¢w|2—’g’|¢w|4+w|¢w|2d:v

1 /L, ,
= gt = g o P+ 20 (207 4 ) + B+ sl + e

1 (L
-5 |¢;IQ—@|¢W| +w|puf* do
= ;/L\(¢L+p)+iq’)2 g [(6)* + 4(6)°p + 2(6)? (20 + |2?) + R(2)]
+ wl(¢w +p) + ig]*dz — 1/L(¢’ = |g|(¢w) + w(gy)2da

- ;/OL(% +0)* = (d)* — 9] lz 60)°p + 2(60)20% + 2(6)2 2] — R;z)l

+ w[(éw +p)* — ]dx——/ ()2 + w(d)2d

_ 2/ )+ 2000 + 7 — () — |g] l2(¢w)3p+2<¢w)2p2 20?7 R;z)
+ w[(¢w)* 4 2¢0up + p° — ¢°] — (¢,)* — w(¢w)’d

- / 200 + 9" —lg| [2 6.)°p + 2(6)°D" + 2(00)’|2]” — Réz)]

+ w((2¢up+p* — ¢*)dx

= / 30’ — lglolp + woupdz

" 2/ —ldl l (60)*p” +2(0)[2]* — R;Z)] +w(+p? — ¢P)da

/ Z 1 / /
A /0 (=6t w = Iglépdo + 5 (' — 0§

B(z)

1 L
+ 5/0 P'p—q"q— |9l l3(¢w)2p2 + (¢u)’q” — 5 ] + w(+p® — ¢*)dx
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Como as fungoes ¢, e u = p + iq sdao periddicas, segue que

1 L L
3 (' =49y = poly =0,

entao, aplicando esse resultado no calculo variacao do funcional G, temos

L
AG(t) = [ (=l +wo. — lglolpda

1 L /! i R z
by [ el o+ o - B et - )
0
_ LrE 1 L 7 @ L
= 5 (p —3|g|¢w—|—w)pd:c—|—2/0 (—q" — |g|¢o, + w)qdx — 2/0 R(z)dx
1 1

onde empregamos as defini¢oes dos operadores de L, associados ao produto interno e
L
o([|z[*) = § Jy R(z)dz.

De posse da expressao (5.36)), vamos determinar algumas relagoes que associem p e

-

Proposicao 5.1. Sejam ¢, a solugio onda viajante obtida no Teorema[3.§ e u dada em
(5.16). Entao, vale que

(prda) = —5 eI (537)

Demonstragio. Consideremos a normalizagao ||u(t)||> = ||¢.||* para todo t € [0, T]. Entao,

temos que
¢l = llull® = . + 2|
= <¢w+za¢w+z>'
Por outro lado, desenvolvendo (¢, + z, ¢, + 2 ), obtemos

[pull* = (b + 2,00 +2) = (bu+p+iq ds+p+iqg)

= (¢, b +p+iq) +(p, ¢ +p+iq) +{iq, o +p+iq)
(
(

= (u, 0w )+ {bu, )+ (buyiq) +(p,¢u) +(p,p) +(p,igq)
+ (iq,d. )+ (ig,p) + (ig,iq)

= 2Re((p, 0w ) +(duriq) +(p,iq)) + IplI* + llall* + [ 6w
= 2(p,ou) +lIplI* + llglI* + [l¢o?

= 2(p, b)) +llzII” + ¢l

Consequentemente, segue que

1
2{p, ¢} +ll2I* =0 = (p,d0) = =5 [II

que ¢é a expressao desejada. |
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A partir de entdo, vamos assumir, sem perda de generalidade que ||¢,|| = 1. Agora,

vamos definir duas fungoes auxiliares, pj e p_.
Definigao 5.4. Definamos as fungoes p| e py da sequinte forma:
1 2 2 Lo
pi= (p.du) o =—5 (IplP + llgl*) 6 = —5 12l (5.38)
pL = p—p (5.39)

Proposicao 5.2. Seja p| e p1 as fungoes definidas na Definicio . Entao, as sequintes

relagoes de ortogonalidade sao satisfeitas

(CL) by 1 wa’

(b) po L 54
Demonstragio. A prova de ambos os itens é direta. Provemos o item (a), com efeito

<pJ_a¢w> = <p_p||a¢w> = <p>¢w>_<p\\7¢w> = <pa¢w>_<<p>¢w>¢w>¢w>
:<p,¢w>_<p;¢w>:0

Para o item (b), segue que

((pL,020l,) = (p—pp¢2dl,) = (0. ¢20L) — ((p), 4oL, )
= <pa¢i¢;>_<<pa¢w>¢w7¢i¢/w>
(p, 020 ) — (D, du) (02, 4,)

Vejamos que ambos os produtos internos acima sdo nulos, de fato {p, ¢2¢ ) é nulo pelas
relagoes de compatibilidade (5.17)). Por outro lado, desenvolvendo o produto interno

(¢2,¢l,) e o fato que ¢, é L—peritdica segue que

L L L L
(6h.0L) = [ ololde = 6lou|) =3 [ olelde = =3 [ elo'de = —3(4l,0l,),
consequentemente, (@2, @) =0 e o item (b) fica provado. [

Com as funcoes p| e p, definidas e as relagoes de ortogonalidade estabelecidas
na Proposicao podemos entao estudar operadores Ly, e E:{n fazendo uso de suas

propriedades espectrais. Nesse sentido, enunciamos o seguinte resultado.

Proposicao 5.3. Seja Ly, o operador definido em (4.9) e a fung¢io p, da Defini¢io .

Entao, o produto interno { Lanp1,p. ) satisfaz a desigualdade
(Lanpripr) = Epl* = Dillzllf — Dall2|l3, (5.40)
para & definido no item (b) do Teorema e D;, com1=1,2 duas constantes positivas.
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Demonstrag¢io. Do item (b) do Teorema segue que o operador Ly, satisfaz

<£dn PL_ PL >zg. (5.41)
oLl oLl

Em consequéncia da linearidade de Ly,, segue também que

(ol li) =€ = (o) = el (5.42)
DLl [l

Desenvolvendo a tltima desigualdade e usando a imersao compacta de H,,,.([0, L]) <

L?,.([0, L]), temos

per

<£dan_>pJ_> 2 ngJ-H2
1 1
(R RIS R
1 2 1 2 1 2 2
> €[(pp) 5 (pI2160) +5 2P0 ) + (2P, 21760
1
> ¢ [(p.p)+HI=I (B ) +4 el
1 1
> ¢ (Il = 5120t + 7121)
1
> gl - gl
1 1
> 2 eI el
> gl - & ll2l - €q2)
> ¢l = Dillel ~ Dallll
com D; > 0,7=1,2. E o resultado fica provado. |

Antes de prosseguirmos, vamos a uma proposi¢ao importante.

Proposicao 5.4. O produto interno { Lan¢w, P ) € negativo.
Demonstragio. Usando o fato que ¢, satisfaz a EDO ([3.65]) temos que

(Lindurdu) = (=, +wey — 39, bu)
= = (¢l b )+ (Wh, b)) —3lg] (&, b))
= — (Wb —1glgd, b ) + (W, b0 ) —3lg] (85, b0 )
= gl (62, 6) =39l (2, bu)
= —2[g| (42, ¢u),

em virtude de que (¢2, ¢, ) > 0 e |g| > 0 segue que o { Lgdw, ¢ ) < 0. |

De posse das Proposigoes [5.3] e [5.4 podemos enunciar o seguinte resultado para o
(ﬁdnpvp)
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Proposigao 5.5. Sejam Ly, o operador definido em (4.9) e a fungio py da Definigao .
Entdo, o produto interno ( La,p,p) satisfaz a desigualdade

(Lap,p) = &llplT = Dullz]l} — Dell2l1, (5.43)

com & e D;, i = 1,2 constantes positivas.

Demonstragio. De posse das fungoes p e p, estabelecidas na Definigao , da desigualdade

(5-41), das Proposigdes[5.1]e[5.4e da imersao compacta de H2([0, L]) < L?([0, L]), podemos
desenvolver o produto interno ( Lg,p,p), com efeito

<£dnpap> = <£dan_+p||7pJ_+p||>

1
(€17 = Dl = Dol + (31l Cantn ) +2

— =1

2

A%

(Laps.)

v

1
EllplE = Dilloll = Dallollt + 7120 £6us ) =121 Lanpr. )
1
€I = Dilllft + ( (Canto 6} — D2 ) 211 = 2113 | Cantic]

1
€I = (D1 + a2+ (§(Landus 6) D2 ) 211
> ¢lpll* - Dill2Ii - Dzl

v

v

com D; > 0,7 =1,2. Resolvendo a desigualdade acima para &||p||* temos
EIpI* < (Lawp, p) + D127 + Dell2|l7-
Entao, podemos dizer que, para a,b > 0, segue que

alp I +olpll> < allp||? + b€ Lanp,p) +bD1 2|3 4 bDy)|2|[3
L
_ a/o p2d + b { Lanp,p) +bD1||2])% + bDs| 2|4

L d(pp’
= a/o (dx ) — pp'dx + b€ ( Lanp, p) +0D1 ||2[[7 + bDs | 2]}
L

a | p(Lap —wp+ 3|gl@Zp)da + b { Lanp,p) +bD1 || 2|3 + bDo| 2|}

L
@(Lanp.p)=a [ wp? = 3lgl62p*da + b6 ( Laup,p) +bDi 2]+ bDa 2]}

IN

IN

IN

L
(a+8) (Lap,p)—a [ (= 3lgl62) pde + D12} + bDa 2|1
(a+08) (Lanp,p) +a |w = 3lgle3|_IIpll* + bD1 12 + bDs |2,

IN

dai segue que

allpI®+ (b= a|w=3lgle2| ) Ipl* < (a+b€) { Lanp, p) +bDi 12 + bDs|2]1{. (5.44)
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Agora, vamos escolher a,b > 0 de modo que
(b—aljw —3lgle| ) >0,
podemos escrever
0< (b—alw—3lgled| ) IpI* < (a-+b€) ( Lawp.p) +bD12][} + bDa] =],

ou ainda,

bDs
a+ &b

Vv

(b_a‘|w_3|g|¢i”oo) ”pH2||p||2_ bDy ||Z||3_
a+ €b atephn
= &lpl* = Dullz[l¥ = Dallz]l3,

(Lanp,p) 2113

onde agrupamos o fator nas constantes de D; e Dy para uma notacao mais limpa.

b
a4+ &b

Dessa forma, provamos o desejado. |

Vamos enunciar o tltimo resultado antes de nos atermos, precisamente, a estabili-

dade das solucoes ¢,,.

Teorema 5.1. Consideret € [0,T]. Entdo, a variagio do funcional G(t) satisfaz a sequinte

desigualdade
AG(t) > b ([ps (u(t), 0,,)]) (5.45)

em que h(z) é uma fungio dada por h(z) = x*(a — bx — cx?) com a,b,c > 0 e que satisfaz

e h(z)> 0 para x suficientemente pequeno.

Demonstrag¢io. Primeiramente, veja que para t € [0, 7] temos do Teorema que inf €); é
atingido em (y(t), ¢(t)). Em particular, temos que

[P (u(t), Op,)]* = Qu(y(), (1) = [/ (x +y, )e™ — & |I* + wllu(z +y, )’ — ¢u|*

onde, da igualdade ([5.16]) temos ainda que z = u(x + y, t)e’¥ — ¢, ou seja

[P (u(t), Op,))* = [I2']I* + wll2]1*. (5.46)
Além disso, veja que se aplicarmos o resultado Teorema para uma funcao HqH teremos
q
q 4q
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Entdo, de posse das desigualdades (5.36)), (5.43), (5.47) e do Teorema [4.2] temos o seguinte

1 1
AGU) = 5 (Lapip) 45 (Lha-a) —olllz])
1 1
> o Blal® (£ha )+ (€lpllE = Dulllff = Dalz)l)
NER: Dy D
> mm{Q,; (lal} + ol = 120 = 21

B & D, D,
min{ 5. S L0t - D10t - 20

onde o termo o(]|z||?) foi desconsiderado em virtude de estarmos nos atendo a pequenas

perturbagoes. Nesse sentido, temos que as poténcias ||z|| contidas nesse termo podem ser

desconsideradas.
. B & D, Dy
Defi = -, = = — =
efinindo 7y = min { 29 (1 gt 5 e V2 5 temos
AG(t) = llzllf = nllzlF = rll=li (5.48)

onde v; > 0 para ¢ = 0, 1,2. Explicitando a norma de H!, ([0, L]), temos que

per
AG(t) = w217+ 12077 = n 2117+ 1207 =22l + [12]1%)%,

agora, veja que é possivel obtermos as seguintes relagées com a norma de H},, ([0, L])

12'11* + wll=]]*
max {1,w}

||Z’||2+w||Z||2>

22 + wllzl? < mas{L b1 + |217) = 1217 + 112 2
2 2S mind1l "2 2y (|12 2y > _
217+ elll 2 mingL, b 1P + ) = =001+ 1210 2 — (P

com isso, teremos, para todo ¢ € [0, 7], o seguinte desenvolvimento para AG(t)
AGE) > w2 IP+ 12072 = 21+ 12077 = w1212 + (|21

71/2 2 71/3 3
> 0}(||Z'||2+</J||ZH2)> - (1(||Z'||2+w||2||2))

max {1, w min {1, w}
75/4 "2 2 '
- m(”z 17+ wl ]| ))
- %' Wy, ) N 0 s N '
— \max{l,w} ty,go) (min{l,w} t(y,SO)) (min{l,w} t(y,go))
2 %1)/2 i ’711/3 ’ 721/4 ' 2
> [y, »)] (max{l,w}) - (mm{l,w}) Qu(y, ¢) — (mm{l,w}) Qu(y, ¢)
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Definamos as seguintes constantes auxiliares
1 /2
max{l w})
1 /3
b = | ————
mln{l w}

1/4
€= mm{l,w})

onde a,b,c > 0 em virtude de que 7; > 0 para j = 0,1,2 e w € (LQ, ) De posse das

constantes a, b e ¢ vamos definir a seguinte funcao h(x)
h(z) = 2*(a — br — cx?). (5.50)

Com efeito, veja que h(0) = 0 e que para x suficientemente pequeno o termo quadrético

torna-se dominante, portanto temos que
h(x) ~ az® > 0,

uma vez que, por definigdo a > 0. Agora, veja que se fizermos = = ;(y, ) e recorrendo a

defini¢do da métrica p,(u(t), Oy, ), teremos o seguinte

h ([ (u(t), L)) = h(Qu(y, ) = [y, 9)]* [a = b (y, @) — [y, )] -

De posse disso, a varia¢ao do funcional G(t) dada em (5.49) pode ser posta do seguinte

modo

AG() > [u(y(®), )] [a — blu(y(t), o(t))] — clu(y(t), ()]
> h(Su(y(t), (1))
> h([pu(u(t), 0s,))
que ¢ o resultado desejado. |

Com base no resultado do Teorema [5.1| podemos enfim nos ater a estabilidade das
solugoes periddicas para a NLSE. Tendo isso em vista, vamos estabelecer, inicialmente, a

estabilidade para pequenas perturba¢des num conjunto S, definido da seguinte forma

So = {v € Hyp, ([0, L]); [[0]l = 1]} (5.51)

posteriormente, com uso da aplicagao « definida no Teorema [3.8 vamos estender o resultado

para quaisquer perturbagoes das solugoes u(t).

Teorema 5.2. (Estabilidade em S,,) Sejam ¢, a solugio do tipo onda viajante periddica

dada em (3.72)), obtida pelo Teorema ew € (L2 ,+oo) Entao, as solugoes u(x,t) € S,
para t € [0,T] sdo orbitalmente estdveis, em H', ([0, L]).

per
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Demonstragio. O resultado é obtido diretamente através da desigualdade . Com
efeito, tomemos ¢ > 0 arbitrario, de fato, do Teorema segue que h(e) > 0 mesmo que
¢ seja suficientemente pequeno. Além disso, veja que o funcional G é continuo em S,
definido em . Portanto, segue da continuidade de G em S, que, para ug € S,,, existe
0 <9 <e, onde d =0d(¢), tal que

luo = dulls <& = [AG(0)] = |G(uo) — G(¢u)] < h(e?). (5.52)

Notemos que uma vez que a arbitrariedade de € > 0, temos que h(g?) sempre serd positiva.
Agora veja que o funcional G é constante em relacao ao tempo t, em virtude de ser definido

em termos das quantidades conservadas F(u(t)) e F(u(t)), ou seja, temos
AG(t) = AG(0). (5.53)

De posse da igualdade ([5.53)) e as desigualdades (5.45)) e (5.52)) além da continuidade da
aplicagao p,, (u(t), Oy,) em t, obtemos

h([pw (u(t), 04,)17) < AG(t) = AG(0) < h(e?) (5.54)
que vale para todo t € [0,T]. Por transitividade, temos entao que

B (lp (ult), 04,)) < h(e*) (5.55)

tendo em vista que h é uma funcao crescente se seu argumento é suficientemente pequeno,

segue que, nessas condigoes, h é invertivel e logo temos
po (ult), 0,.) < £ (5.56)

para todo t € [0, T]. Consequentemente, temos que para pequenos valores de x a distancia
das solugoes u(t) da NLSE em relagao a érbita Oy, gerada pelas solugdes dnoidais é
suficientemente pequena. Portanto, segue que as 6rbitas Oy  sao orbitalmente estéveis para

~ . o . . 2
pequenas perturbacoes na qual os dados iniciais se preservam na norma em Lper([(), L]).

Teorema 5.3. (Extensdo para o intervalo [0,00)). Considere as mesmas hipdteses do
Teorema . Entio, a drbita Oy, € estdvel em HY, ([0, L]) com respeito ao fluzo da NLSE.

per
Demonstragdo. De inicio, vamos definir o conjunto A da seguinte forma
A = {t | o minimo do funcional ;(y, ¢) é atingido } . (5.57)

Veja que em virtude do Lema temos que A # (), pois o intervalo no [0, 7] temos que o
infimo do funcional Q,(y(t), ¢(t)) é atingido, consequentemente [0, 7] C A. Vamos mostrar
que podemos estender o intervalo da forma [0, 7] para o intervalo [0, c0). Considere T o

maior valor de T, tal que |0, ﬂ C A e suponhamos por absurdo que T < 0.
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Agora, veja que do Lema temos que o infimo de Q4 (y(t), (1)) é atingido e,
logo, segue que

inf  Q(y,p) = lpo (u(t), 0p,))* < max{lwle® < |6 | +wllgul”.  (5.58)
(y,p)€ERx[0,27)

Além disso, segue da continuidade da aplicagao t — Q;(y, ¢), que existe T” > 0, tal que

inf  Qu(y, ) < [0L17 +wloul®. (5.59)

(y,p) ERX[0,27)

para todo t € [T, T + T"]. Logo [T, T + T"] C A, mas isto é absurdo, pois contradiz a
maximalidade do elemento 7. Consequentemente, a suposicao de que T' < oo deve ser falsa
e, logo, devemos ter que T = co. Com isso, obtemos que a érbita gerada por translagoes e
rotacoes das solugoes dnoidais Oy, ¢ estavel, em ngr [0, L], para pertubagoes pequenas,

na qual os dados iniciais se preservam na norma em L3 ([0, L]). |

Agora, vamos exibir um lema importante para o resultado seguinte.

L2

le—wl < 8, tais que |lv — gull, < 6 ¢ F(v) = F(6,).

Lema 5.4. Se w € (2”2 oo) e < B < w, entdo existem § > 0 e wm unico e, com

Demonstragdo. Da desigualdade 0 < § < w podemos obter que w+ 8 > w > w — 5 > 0.
1 (L
Agora, definamos uma fungao auxiliar h, tal que h(s) = F (¢s) = = / ¢>dz. Note que

h(s) é uma funcao continua, tendo em vista que a funcdo « definida no Teorema
assegura a continuidade da aplicagdo s — ¢s. Além disso, h(s) é estritamente positiva,

pois
I 1 2
Logo, aplicando h na desigualdade w + 3 > w > w — 8 > 0 temos
hw+ 5) > h(w) > h(w — B), (5.60)
o que nos permite obter as seguintes desigualdades:

h(w+ B) — h(w) >0

(5.61)
hw — B) — h(w) < 0.
Em particular, temos que existe > 0 suficientemente pequeno de modo que
h(w+ B) — h(w)2 <
(W) —hw)2<n (5.62)

h(w— ) — h(w) < —2n.

Por outro lado, temos que a quantidade conservada F' pode ser vista, também, como uma

fungao continua em H,.([0,L]). Consequentemente, segue que existe § > 0, tal que se

lv — ¢, <9, entao
[F(v) = F(du)| <n = —n < F(b) — F(v) <n. (5.63)
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Logo, para o indice w + £, temos que
F(¢urp) = F(v) = F(uss) = F(¢) + F (dn) — F(v)
= (h(w+B) —hw)) + F(¢n)
> 2n=n=n

|
>
—
[t
S—

Por outro lado, para o indice w — /3, temos
F¢u-p) = F(v) = Fl(du-p) = F(¢u)+ F () = F(v)
= (h(w—=f) = h(w)) + F (¢.) — F(v)
< =2n+n=-n
Combinando os resultados acima, podemos obter a seguinte desigualdade
F (¢w—5) B F(U) << 0< n< F (¢w+ﬁ) o F(U)a (564)
recorrendo a definicdo da funcao h, temos, ainda, que
h(w—B) < F(v) < h(w + p). (5.65)

Uma vez que, h é continua e estritamente crescente, segue do Teorema do Valor Interme-

didrio que existe e € (w — B,w + ), tal que
F(¢e) = F(v), (5.66)

assim, provando o desejado. |

De posse do Lema [5.4] finalmente podemos estender os Teoremas [5.2 e [5.3] para o

caso em que u ¢ S, isto é, quando os dados iniciais ndo preservam a norma em Lfm[((), L)].

Teorema 5.4. (Estabilidade para perturbacoes arbitrarias) Sejam ¢, a solu¢do do tipo
onda viajante periodica dada em (3.72)), obtida pelo Teorema ew € (2LL22, —i—oo). Entao,

as solugoes u(x,t) ¢ S, sio orbitalmente estdveis, em H),.([0, L]), para todo t > 0.

Demonstragao. De inicio, veja que a quantidade conservada E é um funcional localmente
uniformemente continuo. Logo, dado € > 0 definamos €; > 0 por
5 4e?
€] = ,
U max{1,w} (14 c.)

€1

onde ¢, é uma constante que depende do nimero e obtido no Lema |5.4] existe 0 < §; < o>

tal que se as solugdes u e v estejam na bola By, (¢,), entdo |E (u) — E(v)| < &1.

Consideremos o funcional G associado ao parametro e da seguinte forma G, = E+eF,
onde e é o niimero obtido no Lema 5.4 Assim, temos que F (ug) = F (¢). Prosseguindo

de forma andloga ao Teorema [5.2] temos que

Ge (u0) = Ge (de) > he (pe(ult), Os,)) (5.67)
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onde h, é uma funcao estritamente crescente no intervalo [0, A], com A suficientemente

pequeno, e
[pe (ult), Op,)* = |zl + el 2|, (5.68)

com 2z, = u(- + y,t)e’? — ..

De posse disso, mostraremos que a distancia entre a 6rbita Oy, e a solucdo u(t) é

arbitrariamente pequena.

E virtude da aplicagdo a continua definida no Teorema [3.8] temos que para §; > 0

arbitrario, existe 0 < do < 41, tal que
le —w| <9 = ||p — @ell; < 1. (5.69)

Por outro lado, segue do Lema [5.4] que se 0 < 5 < w, entao existem 0 < § < d5, € um

tnico e com |e — w| < &9, tais que ||ug — dull1 < d, e Fug) = F(¢e).
De posse disso, provaremos que Provemos que se |lug — ¢y ||, < d, entao
[pw(u(t), 0s,))* = [I20 |1 + wllz]1* < €.

Com efeito, da hipétese |lug — ¢ull; < 0, podemos considerar e tal que e —¢| < J5 e

F(ug) = F(¢c). Particularmente, temos que ||¢, — @.| < 01 < §. Evidentemente,

uy € Bs, (¢,) € ¢ € Bs, (¢,,). Sob essas condigoes, segue da continuidade do funcional F

que

2
o= o <046 = 1EG) - Bl <n (5.

onde h, ¢é estritamente positiva e arbitrariamente pequena se €; > 0 também for. Seguindo

do fato de que F(ug) = F(¢.), temos o seguinte

|E(uo) — E(dc)] = |E(uo)

Logo, obtemos a seguinte desigualdade
Glu) - 660 < 16u) - 60 < 1. (). (5.70)
Dai, combinando as desigualdades e , obtemos
(5. (l0). 0, )F) < 36 = Gl — 616 < e (), 5.7
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consequentemente, obtemos, por transitividade, a seguinte desigualdade

(0. 0,0F) < e (). 5.7

Tendo e vista que a aplicacao h. é continua e estritamente crescente, segue que h, ¢é

invertivel e, logo, obtemos que
[pe(u(t), Os,)] < - (5.73)

Com isso em maos, vamos mostrar que a distancia da solugao até a orbita gerada

pelo dado inicial ¢,, é suficientemente pequena. Com efeito,

[P (u(t), Og,)]*

1/ (- + . 6)e™ — @17 + wllu(- +y, )e’ — g

< max{1,w}|u(- +y,t)e — ¢,
< max{lw} Jul + 506 — 6, + 60— 6]
< max{1,w} ([lu(- + 9,0 — 62 + 6 — 0ull2)

Agora, veja que é possivel estabelecer uma equivaléncia entre a norma de H),.([0, L]) e a

normal| - [|2 + €| - [|2. Com efeito, veja que

113 < ce (1112 +ell - 112) = celpe(u(t), 05,1, (5.74)

onde ¢, = ¢ uma constante real. Dali, segue que

1
min{1,e}

[pw (u<t>7o¢w)]2 < maX{l w} (Ce[pe( ( )7O¢e)]2 + ||¢e - gbw”%)

2 2
< max{l,w} c€1+81>

‘4 4
< max{l,w}g%(lz ce) =¢?
Portanto, temos que
po (u(t),Oy,) <, (5.75)

que ¢é a desigualdade desejada. Consequentemente, segue que as 6rbitas obtidas por

translagoes e rotagoes das solugoes u(t) com dados iniciais ¢, quaisquer sao estaveis em
H,,([0, L)). _

per

5.1 ALGUMAS CONSIDERACOES FiSICAS SOBRE A ESTA-
BILIDADE

Agora, vamos fazer algumas consideragdes sobre o resultado de estabilidade e das

orbitas geradas pelas solucao da NLSE.
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Primeiramente, vamos comentar sobre o método classico de Lyapunov para a
estabilidade. De fato, nosso resultado de estabilidade é obtido, essencialmente, frente a

minimizacao do funcional G dado por
G(u) = E(u) + wF(u).

De fato, o funcional G(u) é definido de modo a conter duas quantidades conservadas. Além
disso, essas quantidades conservadas contém termos associados diretamente a fungao u(t)
e também a wu,(t). Nesse sentido, G carrega a fisica do comportamento das solugoes e suas

variagoes em relacao a componente x.

Além disso, é possivel escrever a solugao u(z,t) da NLSE como um campo cléssico,

cujo densidade de Lagrangiana é dada por
i
Ly (u, T, wg, Ty Uy, Uy) = §(Uut — uty) — (|uz|2 - g|u|2) : (5.76)

Com isso, pode-se mostrar que as quantidades conservadas E(u) e F(u) sdo obtidas em
decorréncia da simetria de translagdo temporal e rotacdo da NLSE. Onde, E(u) denota a
energia do sistema e a quantidade F'(u) nao possui um sentido universal, assim dependendo
do sistema fisico em que estd modelado pela NLSE, por exemplo, essa quantidade pode

denotar: massa e nimero de constituintes dentre outras quantidades (Angulo Pava, [2007)),
(ALVES, 2017)), (OZAWA] 2005|).

Tendo isso em vista, o método de Lyapunov nos guia a minimizacao tanto da
energia quanto da quantidade F'(u). Consequentemente, o resultado de estabilidade para

as ondas dnoidais fica associado a um estado fisico de menor energia.

Ademais, podemos ainda estudar as 6rbitas das solu¢oes da NLSE através do espaco

de fase associado a EDO
" 3 _
¢w - wgbw + |g|¢w = 0.
) : ) ., . Y ) ) )
Para isso, inserimos a variavel auxiliar v = ¢/, que nos permite obter o seguinte sistema

¢u =10

5.77
v = wo, — |gl¢d 10

De posse disso, podemos obter o retrato de fase que é o sistema pontos formado por
¢ X ¢,. Em verdade, a partir do retrato de fase é possivel identificar trés regides de

solugoes da NSLSE, as quais sao

e Solugdes periddicas correspondentes as regioes internas com érbitas fechadas,

e Solugoes do tipo onda solitdria correspondentes as separatrizes entre as oOrbitas

fechadas e as 6rbitas externas,
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o Solugoes que mudam de sinal e correspondentes aos fluxos mais externos.
De forma mais detalhada, podemos visualizar essas trajetérias na Figura

¢

Solugdes que mudam de sinal

Pu

Figura 5.1 — Retrato de fase para diferentes solugoes ¢, da NLSE. Fonte: Do Autor.

Em particular, note que na Figura as Orbitas peridédicas mostradas em azul
tendem a aproximar-se das solugoes solitarias em vermelho. De fato, esse resultado é
consequéncia do limite mostrado no Capitulo [3| em , ou seja, as ondas periddicas
tendem as ondas solitarias. Além disso, as linha retas em vermelho correspondem as
solugoes constantes obtidas no limite . Nesse trabalho, nos ativemos a estudar apenas
as solugoes periddicas, todavia, é possivel obter, analogamente, a estabilidade orbital para
as solugoes do tipo onda solitaria (CRIST6FANI, 2014).

Em relacao as solugoes que mudam de sinal, temos que essas podem ser obtidas
analiticamente para um caso particular da quadratura (4.35)). Em verdade, essas solugoes

sdo dadas em termos da fungao eliptica de Jacobi cnoidal cn(x), no entanto, essas solugoes

nao sao orbitalmente estaveis. De fato, esse resultado foi provado em (Angulo Paval [2007)).

Além disso, as érbitas no espago de fase sdo uma ferramente poderosa para en-
tendermos e visualizarmos os aspectos das solugoes de interesse. Nesse sentido, vamos
analisar as érbitas com respeito a algumas consideragoes sobre as constantes |g| e w. Com
efeito, inicialmente consideremos w = 1 fixado, entao avaliamos o comportamento para

alguns valores de |g| para isso, consideremos a Figura

Com base no sistema e na Figura vemos que para |g| pequeno, o sistema
é dominado pelo termo linear. Logo, a amplitude de valores assumidos por ¢, e
¢/, torna-se maior. Por outro lado, a medida que aumentamos o valor de |g| frente a w
o termo —|g|¢, torna-se dominante no sistema , consequentemente, isso acarreta

numa menor amplitude de valores para ¢, e ¢/,
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Figura 5.2 — Retratos de fases para diferentes solucoes ¢, da NLSE para diferentes
valores de |g| e w = 1. Fonte: Do Autor.

Essa analise ¢ fisicamente interessante, pois corrobora com o discutido no Capitulo
frente ao fato que |g| pode ser associado tanto ao amortecimento de sistemas oscilatérios
quanto a modulagao de intensidades de radiacao. Além disso, tendo em vista que o resultado
de estabilidade é obtido para todo |g| real, obtemos a possibilidade de controlarmos os

sistemas periddicos descritos pela NLSE, de forma estavel, para quaisquer valores de |g|.

Por outro lado, podemos ainda estudar a influéncia de w, nesse sentido obtemos os

planos de fase da Figura[5.3, Com base na Figura [5.3] vemos que a medida que temos

—
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Figura 5.3 — Retratos de fases para diferentes solucoes ¢, da NLSE para diferentes
valores de |g| e w. Fonte: Do Autor.

maiores valores para w conseguimos aumentar a amplitude de valores assumidos por ¢, e

¢! . Isso decorre de nao termos discrepancias significativas dos termos em v em (5.77)),
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além disso, é possivel notar ainda que a medida que temos maiores valores de w obtemos

uma menor densidade de trajetérias no espaco de fase.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho estudamos a estabilidade de solugoes periddicas para a Equacao de
Shchrodinger com nao linearidade do tipo cubica. Em suma, estudamos o problema de

Cauchy
iy + Ugy = —uful?
u(0) = ug = ¢ € Hp,,([0, L))

para isso, estabelecemos a boa colocagao global das solucoes u em H,.([0, L]). Mostramos

a existéncia de solugoes periddicas do tipo dnoidal dadas por

du(z) = \/m(;ik?)d” <\/2id]€2:pk>

Ademais, obtivemos o operador linearizado associado a NLSE

d*y

——— + (w — 3|g|¢? 0

L) =| @ (w = 3lglez)y " |
0 — s T (w = 1glél)y

e definimos os seguintes operadores

Lan = —dier—i%Iquﬁ2
" dz? v
Ly, = —diw—\ I2%
dn dr2 9P

para os quais, estudamos seu espectro e garantimos alguns resultados de positividade. Por

fim, de posse das quantidades conservadas
1 (L
E(u) = 5/0 /|? — ’?|u|4dx

1L,
Flu) = 5/0 lulda

estabelecemos as estabilidade das érbitas Oy, geradas pelas ondas dnoidais com respeito
ao fluxo da NLSE. Ademais, com base nos resultados obtidos, estabelecemos o sentido

fisico tanto das solugdes como do resultado de estabilidade

Com isso, conseguimos estudar diversas teorias matematicas robustas que vao além
dos conhecimentos de um curso de graduacao, seja em matematica ou fisica. Além de
que, dada a generalidade de aplicacoes fisicas da NLSE, tivemos contato com diversos
trabalhos em diferentes dreas da Fisica, a citar Matéria Condensada e Optica Quantica.
Tendo isso em vista, o desenvolvimento desse trabalho propiciou um forte enriquecimento

tedrico ao autor, assim, melhorando suas bases em fisica-matematica.
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Nesse sentido, fica claro que os assuntos aqui estudados permitirdo avancar em
outros assuntos que tangem esse texto, em particular na elegantissima Analise-Matematica.

Ademais, citamos em especial as seguintes perspectivas futuras:

o Estudar o resultado de instabilidade para as solu¢oes que mudam de sinal da NLSE

como feito em (Angulo Paval 2007)).

o Verificar resultados de estabilidade de solug¢oes periddicas para outras equagoes de

Schrodinger nao lineares.

o Estudar outras EDPs relevantes no contexto da Fisica-Matemaéatica como a KDV,
MKDYV e Klein-Gordon.
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APENDICE A - DEDUCAO DA EQUACAO DE
SCHRODINGER NAO-LINEAR

Vamos deduzir a Equagao de Schrodinger nao linear como um caso particular
da Equacgao de Gross-Pitaevskii. Para isso, seguiremos as linhas gerais apresentadas em
(ROGEL-SALAZAR| 2013). Partiremos da equacao de Schrodinger linear, buscaremos uma
motivagao para a inser¢ao de um termo nao linear no hamiltoniano associado a equacao.
Por conseguinte, usando o principio variacional, obteremos a equagao de Gross-Pitaevskii

e, apos aplicarmos algumas condigoes, obteremos a NLSE.

A dindmica de uma particula de um sistema quantico é regida pela equacao de

Schrodinger a qual é dada por:

FLQ
—Q—Au(f, t)+ V(& u(Z, t) = ihu (T, 1), (A.1)

m
onde A é o operador laplaciano, i é a constante de Planck reduzida, m a massa reduzida
do sistema, V : R* — R é o potencial, o qual pode ser uma funcdo, ou mesmo uma
distribuicao. Esse termo carrega a fisica sobre o campo escalar em que a particula a ser
descrita esta sujeita. Para os devidos fins desse trabalho, consideraremos que a funcao de

onda u : R* = C ¢ uma funcao suave de L2.

A equagdo (A.1) pode, ainda, ser posta explicitamente como um problema de

autovalores, para tanto, basta introduzirmos o operador hamiltoniano H, definido por

h2
= -——A+V(Z,1).
2m
A defini¢cao do operador hamiltoniano, H, é feita baseada nos operadores associados as
energias do sistema. Em que, o primeiro termo refere-se a parte cinética e o segunda a

parte potencial. Com isso, conseguimos expressar a equagao de Schrodinger por
Hu(Z,t) = ihu (7, 1).

Em particular, na ecanica quantica de Schrodinger um dos maiores interesses é a determina-

cao de solugoes para estados estaciondrios, isto é, solugbes para a equacao (A.1]) expressas

por u(Z,t) = ¢(Z)0(t). Levando essa solugdo na equagao de Schrodinger, obtemos as
seguintes equagoes

HO(F) = Eo(3), (A2)

ihgi(t) = —E, (A.3)

onde F é a constante de separacdo e denota a energia do sistema e H ¢é o operador

hamiltoniano. A equagao (A.2), é chamada de equagao de Schrodinger independente do
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tempo e a equagao ([A.3) é a parte temporal, a qual é facilmente resolvida e sua solugao é

—i K
©(t) = exp (ht>. Dessa forma, o problema de estudar estados estacionarios da equagao

de Schrodinger se reduz a resolugao da equagao (|A.2)).
No entanto, as equagdes (A.1)) e (A.2) s@o, essencialmente, lineares. Assim, por

vezes, suas descrigoes podem limitar-se a certos regimes de condigoes fisicas (SAKURAI;
NAPOLITANO, [2013). Logo, a medida que consideramos outros aspectos fisicos no

sistema, como a temperatura, efeitos nao lineares comegam emergir.

De fato, a insercao da temperatura em sistemas quéanticos abre margem para uma
nova classe de sistemas fisicos. Esses, denominados por condensados de Bose-Einsten
(BECS), foram preditos teoricamente pelos fisicos Satyendra Nath Bose (1894 — 1974) e
por Albert Einstein (1879 — 1955), em 1924, no entanto, sua confirmagao experimental
se deu apenas em 1997 (GRIFFIN| |1999). Em suma, um condensado de Bose-Einsten
constitui-se de um fluido composto por um numero suficientemente grande de particulas

N a uma temperatura suficientemente baixa.

Sob essas condigoes, a energia livre para o movimento das particulas é inexistente
e os Bosons, passam a compartilhar os mesmos estados quanticos e assim tornando-se
indistinguiveis. Dessa forma, os BECs passam a se comportar como uma Unica particula.
Ademais, diversos fend6menos quanticos comegam a se manifestar em escala macroscopica,
a citar: formagao de vértices supercondutores, os fluidos conseguem superar a forca

gravitacional gracgas as propriedades adesivas, efeito Hall quantico e superfluidez.

Dada a presenca de efeitos nao lineares, a equagao nao realiza uma completa
descricao dos BECs. No entanto, os fisicos Eugene P. Gross and Lev Petrovich Pita-
evskii obtiveram uma descri¢ao para estados em um condensado composto por Bosons,
empregando a aproximacao de Hartree-Fock. Para tanto, os mesmos consideraram um
hamiltoniano usual em mecanica quantica, somado a um termo de interacao entre os
Bésons. Entao, por meio de métodos variacionais, obtiveram a equagao fundamental para
a descricao de condensados de Bose-Einsten, a qual ¢ usualmente conhecida por: equagao

de Gross—Pitaevskii.

Tendo isso em vista, vamos, agora, deduzir a equacao de Gross—Pitaevskii. Consi-
deraremos um sistema de N particulas, num condensado de Bosons, onde cada particula

do sistema estd no estado ¢(7), de tal modo que

/R ()P =1, (A.4)

onde 7" é denota uma componente vetorial de trés coordenadas. Assim, assegura-se que a
densidade de probabilidade de particulas é constante.
Além disso, vamos impor a hipétese de que os estados ¢(r;) de todas as i—ésimas

particulas sao independentes uma das outras. Assim, podemos escrever a funcao de onda
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u(r, t) através do produto tensorial, o qual denotaremos por ®, de todas as fungdes de

estado, isto é
u(r,t) = ¢(r1) ® ¢(r2) ® ¢(r3) ® ... ® G(r). (A.5)

O Hamiltoniano para o sistema ¢ escrito da seguinte forma

N [ p2 g X

H=3 (55 + V()| + 2V (- 7)), (A.6)
i=1 \ ¢ 2 DA

onde g é uma constante associada a interacao das particulas, PR} 5 R3éo operador

momento linear associado a i—ésima particula dada por ]3Z = —ihV, V. 1 R* 5 Réo

potencial das forcas externas que agem no BEC, que descreve a acao de forcas sobre o

sistema e V : R® — R é potencial usual da equacio de Schrodinger.

De posse disso, vamos obter a equacao de Gross-Pitaevskii através do principio
variacional. Por simplicidade, nessa secao apenas, nds usaremos a notacao de Dirac. Para
mais familiaridades aos leitores, introduzimos, brevemente, os conceitos essenciais para

nosso desenvolvimento a seguir

e |u) denota o vetor associado a fungdo u que é chamado de ket.
o (u| denota o funcional linear associado a fungao u que é chamado de bra.
e {(u|u) denota o produto interno da fungdo u com u, ou seja, (ulu) = ||ul/?.

e Seja A um operador linear bem definido em L?. Entao, a notagao Alu) denota o

vetor gerado pela aplicacao linear A.

« Seja A um operador linear bem definido em L?. Entdo, a notagao (u|Alu) é a

aplicagao do funcional linear (u| no vetor A|u ).

Para mais detalhes, basta consultar qualquer literatura elementar de mecanica quantica, a
citar (SAKURAIL; NAPOLITANO, [2013]).

Com efeito, tomemos o ket |u) associado a fungao de onda u(7, t), entdo o funcional

de energia E pode ser obtido por:

L (ulHu)

e (A7)

Dai, combinando o fato de que a funcao é normalizada u e que o nimero de
particulas N é tal grande de modo que N — 1 ~ N, temos ao levar (A.6) em o
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seguinte

(ulH|u)
E = 71
(ulu)
N1
= 3 (g (Bl + (Ve () ) + 5 S (ulV (7 - 5 )
i=1 j#i
N h2
= Yo L Vo Vudr; + N / “(F)Vear(P) A7

+ 722/ dn/]Rd 7)) () V(7 ) u(7y) dPry

i=1 j#i

N(N -1
_ N—/ |Vu|2d3F+N/ Va2t YN = 1) )/ V() |l d*
2m Jrs R3 2 R3

h? N?
= Noo [ VuPdT N [ VeluPd7+ S [ Ve
2m Jgrs R3 2 Jmrs

h? N
= N[ ([ Vul + Vil + 2Vt &7,
2m 2

R3
Com isso, conseguimos definir o funcional de energia E por:
h? N
E = N[ [“=|VulP + Viglul> + ~ZV]ul*) &*F. (A.8)
R3 \ 2m 2

A partir disso, podemos escrever a energia para uma tnica particula num estado ¢ = ¢(7)

CcCOomo
h’ 2 2 Ny 4\ 3~
5= N, (2m|w>| + Vel +—2 Viglt) & (A9)

Agora, minimizaremos o funcional £ dado em , para isso, empregaremos a técnica
dos multiplicadores de Lagrange. O funcional (A.9) fica sujeito ao vinculo [gs |¢|d*7 =1 e
assim, temos que a fun¢ao auxiliar X que carrega o multiplicador de Lagrange p é dada

por

h? N S 3,
X =N [ (90 + Vil + 2VIolt) - [ loPr (a0
m 2 R3

]R3

Aqui, exigiremos que a derivada variacional de X seja nula, isto é 6X = 0 para

pequenos desvios da funcao ¢, ou seja ¢ — ¢ + d¢. De fato, sob essas condigoes temos
6+ 00" = [6]* + ¢06 + 0 + 360
V(¢ +00)]* = VeVo+VoVép+ VipVe + VépVie,
desconsiderando os termos nao lineares tem-se

|6+ 691 = ¢6¢ + (3)¢,
V(6 +00)> = VéVs + ViV, (A.11)
|6+ 06[* = |9*(606 + (06)9).
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Entao, pondo a condi¢do ¢ — ¢+ d¢ na equagao (|A.10]) temos o seguinte desenvolvimento:

12 N
0X = N/R3 <m5|V¢+6¢!2+V;zt(<5\¢+5¢\2>+29V5|¢+6¢|4—u6\¢+5¢l2> &’

2

= N [ | (65 + T6D) + V(065 + (50)9) + TV I0(66 + (50)7)

R3 L m
— (666 + (30)9)] d*F
2
= N[ iv¢v<a¢>+v;ﬁ¢<6¢>+N—V|¢| $(69) ;m(aas)] d°F +

h2
o N [ (60198 + Viat6078 + S0V 10126035 - u(écb)as] 7

]R3

Para assegurar a validade do vinculo / |p|*d*7 = 1, as variaces de ¢ e ¢ devem ser
iguais. Nesse sentido, podemos entao trabalhar apenas com uma dessas expressoes, pois a

outra sera analoga, assim, escolhamos as com variacao em ¢, isto é:

= N [ VOGP + V6 + o VIo656 - u¢6¢] (A1)
Agora, vamos expandir o termo cinético, com efeito, temos que
V(V6-56) = V(6)56 + VoV
ou seja:
VY85 = V(V6 - 63) - V()05

De posse disso, levando a tltima igualdade em ((A.12)) temos o seguinte desenvolvimento:

2

X = N, H‘ (VT 53) — V(6)58) + Ver63-+ L2V 101055 — o3| 7
= N[, P oo mar- x| [ 2(6)05 + Vw99 + 52 V][5 - mbw]

= N[ [—;VQ(@&? + Vet 0 + 79V|¢|2¢5$ — ;@54 a7,
R3 m

onde usamos que, por construcao da fungdo de onda, temos que suas derivadas devem-se
anular-se, assintoticamente, no infinito. Portanto, resta impor que 6X = 0 o qual nos leva

a seguinte expressao

h?
0 = N [ [ 50158+ Vet + V160656 — 5]

RS

agora, note que tanto a diferencial infinitesimal d¢ quanto N sdo ndo nulos, entdo, para

obtermos a validade da igualdade acima basta exigirmos que o termo dos colchetes seja

124



identicamente nulo, isto é:

2
(-jv% Ve + V|06 - w) ~0
m 2

entdo, tomando a consideragao de que u(7,t) = vV N¢(7,t) temos ao multiplicar a equagao

N
acima por v N, pondo o operador laplaciano como A = V2 e acoplando o termo 5 em g

a seguinte expressao:

<—h2A + Vit (7) + gV (7)|u(7, t)]2> (7, t) = pu(7, ). (A.13)

2m

A equagao obtida em (|A.13) minimiza o problema da dindmica das particulas num
condensado de Bose-Einsten. E é a chamada equagao de Gross-Pitaevskii independente do

tempo.

O termo V() é chamado de potencial de interagdo e pode ser determinado expe-

47t h?
e para o caso de BECs (ROGEL-SALAZAR,

m
2013). Assim, podemos simplesmente acopld-lo na constante g. Por outro lado, veja que,

rimentalmente, sendo dado por: V =

essa ¢ uma equacao auto-adjunta, onde p corresponde aos autovalores da fungao de onda
u(r,t). Fisicamente, os autovalores u correspondem ao potencial quimico das espécies
envolvidas no condensado e note, ainda que se V() = 0 obtemos essencialmente uma

equagao do tipo de Schrodinger.

Nao obstante, da equagdo (A.13) podemos inferir que i é a constante de separagao
associada a EDP de Gross-Pitaevskii. Essa, por sua vez, deve ser associada a seguinte
EDP:

h2
—Z—Au(f, t) + Voot (T, )u(Z, 1) + glu(Z, 1) |*u(F, t) = ihuy (T, 1). (A.14)
m
Com efeito, a equagao de Gross-Pitaevskii (A.14), diferentemente da equagao de Schro-
dinger, apresenta uma nao linearidade do tipo cibica. Ademais, a constante g para
sistemas condensados, é determinada de forma experimental tendo forma explicita dada
4mth2agN
por: g = 70, em que, se ag < 0 a interacao é atrativa e se ag > 0 a interacao é
m

repulsiva.

De certo, um dos casos de interesse para a equacao de (|A.14)) é quando tomamos
uma funcio de onda u : R* — C, ou seja, um sistema em (1 + 1) dimensdes. Nesse caso, a

equacao de Gross-Pitaevskii se reduz a seguinte

2
—%um(x, t) + Vege (2, t)u(z, t) + glu(z, t)|Pu(x, t) = ihuy(x, 1), (A.15)

em que x é a coordenada espacial. Em especial, a equagao (|A.15]) corresponde essencial-

mente a uma equacgao de Schrodinger nao linear.
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Néao obstante, podemos particularizar, ainda mais, a equagao (A.15)), fazendo

Vewt(z,t) = 0 e escolhendo um sistema de coordenadas em que as constantes sejam
unitarias, isto é |2m| = |h| = 1, obtemos
Uy (2, ) + glu(z, t)|?u(z, t) = ju(, 1), (A.16)

que corresponde a NLSE estudada nesse trabalho.

126



w

11

APENDICE B - ALGORITIMO PARA SOLUCAO
NUMERICA DO PVI AUXILIAR DA NLSE NA
NOVA TEORIA FLOQUET

O PVI apresentado em (|4.20]) pode ser resolvido de diferentes formas e por diversos
softwares como Mathematica, Maple ou Matlab. Entretanto, tendo em vista que esses sao
softwares sao pagos optamos, nesse trabalho, pela implementacao de um algoritimo na

linguagem Python versao 3.6.9.
Ademais, foram utilizada ainda as bibliotecas:
o Numpy, para computacao cientifica de algumas fungoes elementares,
» Scipy.special, para computacao das fungoes elipticas de Jacobi,
o Scipy.misc, para computacao das derivadas numéricas necessarias,

« Matplotlib.pyplot, para visualizacao grafica das solugdes do PVI.

Tendo isso em vista, segue o coddigo abaixo e os resultados por ele gerado nas

mesmas condigoes do empregado no Teorema [.3]

### Chamada das Bibliotecas
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import scipy.special as sf

5/ from sympy import *

import scipy.misc as sm

### Parametros omega e k da onda dnoidal.

w =1
k = 0.5
g =1

#H+ Calculo do eta2 (e2) e do periodo L (1) da onda dnoidal
e2 = ( 2xwx(l—kxx2) /[(g*x(2—k=*x2)))*x(1/2)

511 = 2 x sf.ellipk (k##2)%( 2/(2xw—gx(e2)*x%2) )xx(1/2)
{

print ("Valor de eta2 = {} \n Valor de L = {}".format(e2,1))

7|### Onda dnoidal da NLSE

def f(x): return (2sxw/(gx(2—k=*x2)))**(1/2) * sf.ellipj ((w/(2—k=*%2))x*x(1/2)
* x, kxx2 )[2]
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20

22

26

28

32

34

36

38

### Calculo das derivadas primeira e segunda da onda dnoidal em 0, 1

f10 = sm.derivative (f, 0,dx=le—4)
f11 = sm.derivative (f, 1,dx=le—4)

f20 = sm.derivative (f, 0,dx=le—4, n=2)
f21 = sm.derivative (f, 1,dx=le—4, n=2)

format (f10, f11))

j| print ("As derivadas primeiras \n $\phi’(0) = {}$ \n $\phi’(L) = {} $".

print ("As derivadas segundas \n $\phi’’(0) = {}$\n $\phi’ (L) = {} $".

format (20, f21))

### Definindo o problema de valor inicial auxiliar a ser

def ode(x,y,u):

ode. 1 = u
ode 2 = (w—3xg*(f(x))**2)*y
return np.array ([ode_1,0de 2])

y0 =—1/(f20)

u0 = f10

N = 10000

h = 0.01

x = ]

x_initial = 0

y = [l

u =[]

x.append (x__initial)

y.append (y0)

tu.append (u0)

### Metodo de Ruggen—Kutta de quarta ordem

for i in range(0,N—1,1):
k1l = hxode(x[i],y[i],uli]) [0]
k12 = hxode(x[i],y[i],u[i]) [1]
k21 = hxode(x[i]+(h/2),y[i]+(k11/2) ,u[i]+(k12/2))[0]

k22 = hxode (x[i]+(h/2) ,y[i]+(k11/2) uli]+(k12/2))[1]

k31 = hxode (x[i]+(h/2),y[i]+(k21/2) ,ul[i]+(k22/2))[0]
k32 = hxode (x[i]+(h/2),y[i]+(k21/2) ,ul[i]+(k22/2))[1]

k41 = hxode(x[i]+h,y[i]+k31,u[i]+k32)[0]
k42 = hxode(x[i]+h,y[i]+k31 ,u[i]+k32)[1]

y.append ( y[i] + ((k11+42xk21+2xk314+k41)/6))
u.append (u[i] + ((k12+2xk22+42xk324+k42)/6))
x[1i h)

x.append ( | +

resolvido .
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14

16

### Calculo dos valores do periodo L e do valor de theta
for i in range(0,len(y)):
if np.abs(x[i]—1) < 0.0001:
theta = uli]/f20
print ("O valor de theta: {}".format(theta))

### Graficos das solucoes do PVI e sua derivada.

plt .plot (x,y, ’b’, label = "$y {1}(x)$")
plt.plot (x,u, orange’, label = "$y’ {1}(x)$")
plt.xlim (0,2%1)

plt . xlabel ('Eixo $x$’, fontsize=16)

plt.ylabel (’$y(x)$ ’, fontsize=16)

plt.legend (loc="upper left’, borderaxespad=0.)

] n

plt.grid (True,linestyle = "—", color = "lightgray")

plt .show ()

Para essas condigoes, a solugao y; (z) e sua derivada y (x) pode ser vista graficamente

na Figura a seguir.

|— nw
y'160

10

w

y(x)

—10

—15 4
T T T T T T

NN\

) 1 2 3 4 5 6
Eixo x

Figura B.1 — Solugao numérica para o PVI (4.20)) y;(z) e sua derivada y;(z). Fonte: Do

Autor.
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