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RESUMO

Este trabalho objetivou analisar as proposi¢oes mais significativas relacionadas ao estudo
de Espagos Métricos e a aplicacao desta teoria na demonstracao do Teorema de Baire.
Teorema este que possui inimeras aplica¢goes nao s6 na Topologia, mas, principalmente,
na Analise Matematica, na Analise Funcional e Geometria Diferencial. Nesse sentido, a
fim de demonstra-lo, realizamos o estudo de alguns conteiidos e defini¢oes fundamentais
da teoria de Espagos Métricos, analisando suas propriedades, seus aspectos geométricos
e topoldgicos. Em seguida, apresentamos os espacos métricos completos, bem como suas
relacoes com as sequéncias de Cauchy e usamos os resultados obtidos para definirmos os
Espacos de Baire e demonstrarmos o Teorema de Baire. Por fim, tratamos de algumas
aplicacoes relevantes relacionadas a esses espagos generalizados, como a demonstracao
que o conjunto ternario de Cantor ndao é enumeravel, que existem funcoes continuas em

todo dominio e nao derivavel em ponto algum do dominio, dentre outras aplicacoes.

Palavras-chave: Topologia, Espagos Métricos, Teorema de Baire.



ABSTRACT

This work aimed to analyze the most significant propositions related to the study of
Metric Spaces and the application of this theory in proving the Baire’s Theorem. This
theorem has numerous applications not only in Topology but, especially, in Mathemati-
cal Analysis, Functional Analysis, and Differential Geometry. In this sense, in order to
demonstrate it, we conducted the study of some fundamental contents and definitions of
the theory of Metric Spaces, analyzing their properties, geometric and topological aspects.
Next, we presented complete metric spaces, as well as their relationships with Cauchy se-
quences, and used the obtained results to define Baire Spaces and prove Baire’s Theorem.
Finally, we addressed some relevant applications related to these generalized spaces, such
as demonstrating that the Cantor ternary set is non-enumerable, that there exist contin-
uous functions throughout the domain and non-differentiable at any point in the domain,

among other applications.

Key-words: Topology, Metric Spaces, Baire’s theorem.
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INTRODUCAO

A Topologia é considerada como o estudo das fungoes continuas de um espaco
topoldgico para outro (LIMA, 1970). Tais espagos topologicos provém de estruturas que
generalizam diversos conceitos da Matematica Classica, como continuidade, convergéncia
e limite. No entanto, para que seja possivel tratar da "proximidade'de pontos, é necessario
que exista uma noc¢ao de distancia previamente definida no conjunto. Assim, os conjuntos
que permitem tratar da distancia entre dois pontos caracterizam uma classe importante

de espacos topoldgicos: os espagos métricos.

Dentre os espacos métricos estudados em Topologia, encontram-se os espacos de
Baire. Esses espacos foram discutidos inicialmente por volta de 1889 pelo matematico
francés René-Louis Baire, ao propor em sua dissertacao intitulada Sur les fonctions de va-
riable réelles o Teorema das Categorias de Baire, ou simplesmente, Teorema de Baire. Sua
demonstracao é fundamentada na generalizacdo do principio dos intervalos encaixantes,
um fato basico sobre os nimeros reais, que torna o Teorema de Baire uma caracterizagao

elegante para os espagos métricos completos.

Os aspectos matematicos desses espagos desempenham um papel fundamental em
diversas areas da Matematica, a saber, na Analise Funcional, devido as suas numerosas
e importantes aplicagoes. Através do Teorema de Baire, é possivel mostrar, por exemplo,
que a reciproca do Teorema da Derivabilidade e Continuidade é falsa, isto é, existem

fungoes continuas em todo dominio e nao derivaveis em nenhum ponto do dominio.

Nessa perspectiva, reconhecendo a importancia matematica dos espagos de Baire,
o presente projeto tem como objetivo realizar uma discussao acerca desses espagos e a
aplicagao desta teoria na demonstracao do Teorema de Baire. Em relagao a organizacao
deste trabalho, citamos que a obra principal adotada foi (LIMA, 2020). Contudo, diversas
outras literaturas foram consultadas a fim de apresentar uma descricio mais completa
dos assuntos propostos. Com o propoésito de detalhar esses aspectos, segue uma descrigao

sobre a organizacao dos capitulos:

o A primeira parte deste trabalho, feita no Capitulo 1, serd composta pelos contetidos
e defini¢coes fundamentais de espacos métricos, bem como suas propriedades, seus
aspectos geométricos e topoldgicos que serao substancialmente importantes para

defini¢oes e demonstragoes que irao compor os capitulos 2 e 3;

o Posteriormente, no Capitulo 4, serdao apresentados os espacos métricos completos,
onde serdo expostas as propriedades que tornam um espag¢o métrico completo, as

medidas adotadas para completar um espaco, quando este nao é completo, além de

12



empregarmos as nogoes de espacos métricos topologicamente completos;

Ja no Capitulo 5, definimos os espacos de Baire e aplicamos esta teoria na demons-
tragao do Teorema de Baire. Em seguida, apresentaremos alguns resultados teéricos
relevantes, explorando as propriedades topolégicas e geométricas relacionadas a es-

ses espacos generalizados.
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1 ESPACOS METRICOS

O estudo sistematico da teoria de espacos métricos iniciou-se na primeira década
do século XX, principalmente com os trabalhos de M. Frechét, F. Hausdorff e P. Urysohn.
Frechét, no ambito da Analise Funcional, percebeu que a maioria dos problemas de di-
ferentes campos da Matematica se relaciona entre si por meio de propriedades e propds
uma abordagem unificadora que consiste em consequéncias légicas que, posteriormente,
resultaram em axiomas. Assim, por meio dessa abordagem axiomatica, obteve-se uma

estrutura matematica cuja teoria é desenvolvida de forma abstrata (KREYSZIG, 1989).

Através dessa abordagem, Frechét notou que a definicdo abstrata de métrica intro-
duz nocgoes precisas de limite, continuidade, compacidade, separabilidade, etc. Portanto,
em 1906, na sua tese de doutoramento, estabeleceu a generalizacao de distancia, na qual,
(DOMINGUES, 1982, p. 37) explana que:

Tanto no Célculo como na Geometria, para citar dois exemplos apenas,
mesmo quando estudados de maneira elementar ou intuitiva, é funda-
mental o papel que desempenha a nocao de "distancia entre dois pon-
tos" ou conceitos derivados dessa nocao, como o de "vizinhanca de um
ponto', por exemplo. Citemos entre outras, as defini¢goes de ponto de
acumulacdo, limite, fun¢do continua e comprimento de arco que, direta
ou indiretamente, dependem da nocao de distdncia (ou da nogao de
vizinhanga). Assim parece 16gico quando se busca uma generalizagao
do Célculo, da Anélise ou da Geometria, visando a resolver problemas
mais amplos, buscar antes uma generalizacao do conceito de distancia
que independa das particularidades dos diversos tipos de "espago" em
que intervem tal nogao.

Desse modo, os espac¢os métricos vém exatamente exercer essa generalizacao,
tornando-se substancialmente importantes a Analise Funcional, porque desempenham um
papel semelhante ao do conjunto dos niimeros reais R, generalizando diversos problemas
importantes de varios ramos da Andalise ao criar uma base para um tratamento unificado
de tais problemas (KREYSZIG, 1989).

Diante dessas consideracoes, apresentamos neste capitulo algumas defini¢oes e re-
sultados importantes referentes a teoria de espagos métricos e os ilustramos com exemplos
tipicos, dando atencao especial a espacos de importancia pratica, os quais discutimos com
mais detalhes. Certamente, os resultados aqui apresentados serao uteis para definigoes e

demonstragoes que serao feitas nos capitulos seguintes.
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1.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Definicao 1.1. Sejam M um conjunto ndo vazio e d : M x M — R uma fungdo que
associa cada par de elementos x,y € M a um nimero real d(x,y). Dizemos que d é uma

meétrica sobre M se as sequintes condigoes forem satisfeitas para quaisquer x,y,z € M:

(i) d(z,z) = 0;
(i5) = #y = d(z,y) > 0;

(12i) d(z,y) = d(y, z);

(iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Definig¢ao 1.2. Um espago métrico é um par (M, d), onde M €é um conjunto nao vazio e

d é uma métrica sobre M.

Observacao 1.1. Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante
arbitrdria, porém, cada elemento de um espaco métrico serd sempre referido como ponto
desse espaco, quer seja ele mesmo um ponto, numero, vetor, fungdo, matriz, conjunto ou
outras situagoes que se verificam comumente. Por outro lado, chamaremos M de espago
métrico omitindo a referéncia a métrica, sempre que nao houver possibilidade de confusao.
Além disso, cabe destacar que a propriedade (iv) chama-se "desigualdade triangular’, e
provém do fato de que na geometria elementar cada lado de um triangulo ndo excede a
soma das medidas dos outros dois lados. Daremos agora alguns exemplos substancialmente

importantes para a teoria de espacos métricos.

Exemplo 1.1. O conjunto R dos nimeros reais munido da funcao d: M x M — R com
a métrica d(z,y) = |x —y| € um espago métrico e denominamos d como a métrica usual

da reta.

Observacgao 1.2. A reta real R €, sem duvidas, o exemplo mais importante de espago
métrico que temos e, a menos que seja mencionado o contrdrio, nos referiremos a reta
como o espago métrico R, deizando subtendido sua métrica. As condicoes que fazem de d
uma métrica resultam imediatamente das propriedades elementares do valor absoluto de

numeros reais. Em sequida a reta, vém os espagos euclidianos numéricos R™.

Exemplo 1.2. Seja R"™ o espago euclidiano. Os pontos de R™ sdo as listas x = (x1, ..., x,),
onde cada n coordenadas x; € um numero real. Ha trés maneiras naturais de definir a mé-
trica deste espago. Consideremos entio © = (x1,...,%n),y = (Y1, .., Yn) € R™ arbitrarios.

Temos:
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(1) Métrica euclidiana

n

d(z,y) = /(@1 — 1)+ oo+ (@0 — ) = | D (@ — 1)

i=1

(2) Métrica da soma

d'(z,y) =21 — 1| + oo+ |20 — Yl = D T3 — ¥l
=1

(3) Métrica do mdzimo

d'(x,y) = maz { |ay =y, ooy l2n = ol | = pax |z — i

Observacao 1.3. Um aspecto interessante da métrica d € a sua conexdo com resultados
de natureza geométrica. No caso do espaco R?, a métrica euclidiana naturalmente se ins-
pira na formula da distancia entre dois pontos no plano, em coordenadas cartesianas, a
qual se prova com o Teorema de Pitagoras. As métricas d' e d’, apesar de ndo parece-
rem tao naturais num primeiro momento, do ponto de vista prdatico sao substancialmente

vantajosas. Mostremos agora que d,d’,d”, de fato, definem métricas em R™.

(1) Métrica euclidiana

Notemos que, por definigao, d(z,y) > 0, para todo = = (21, ..., ),y = (Y1, ..., Yn) €
R™. Logo,
d(z,y) = (21— y1)* + . + (T — ya)* > 0

O que garante

d(z,y) = \/(x1 — )2 + oo + (20— ya)? = >_(wi—y:)* =0,

Ve = (21, ..., Tn),y = (Y1, .-, Yn) € R™.

(i) Para todo 1 <i < n, temos

(xi - yz’)z =0

<—

< xi—yizo
— Ti =Y
<~

r=1Yy

Portanto, d(x,y) = 0 se, e somente se, z = y.

16



(i) Temos que d(z,y) = | > _(z; —y;)* > 0 se, e somente se, existir algum 1 <
i=1
1 < n, tal que x; # y;, ou seja,

d(z,y) = Z($z‘—yi)2>0 = (zi—y)*>0
— z;—y; >0

<~ x; #y,;, para algum 1 <i<n

Portanto, d(x,y) > 0 se, e somente se, z # y.

(iii)

d(z,y) = (@1 —y1)* + ..+ (20 — Ya)?

[(=1)( yl—xl] o A (D — 0)]?
(—1)2(y1 —21)* + .. + (=1)*(yn—n)?
(y1 —21)* + oo 4 (Y — 20)°

= d(y,x),Yr = (21, ....;T),y = (Y1, ..., Yn) € R"™.

\/
\/
\/
\/

(iv) Esta propriedade decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwartz cujo enunciado

¢ o seguinte:

Lema 1.1. Dado arbitrariamente v = (x1,..., %),y = (Y1, ..., yn) € R", entdo

1 1
n n 3 n bl
i=1 i=1 i=1
Demonstracao. De fato, sejam a,b € R, temos

(a—0b)*=a*—2ab+b*>0

ou seja, 2ab < a?+b%. Assim, tomando a = (/2 + ... + 22 e b= /y} + ... + 12,

vale

Ti Vi v: o 2 &
ofili o« T LY i p e S ] <14 1L
5 = +b2 i n a«bé'xm +

Portanto,

[
S,
INagh
<
ST
N————
[N]]

> lwyl <a-b= \/ﬁ+~-+x%'\/y%Jr”'ij721 - <Xn:$3>
=1

i=1

17



Consideremos agora um terceiro ponto, z = (z1, ..., 2,) € R". Retomando a

condicao (iv), segue que

d(xz,z) = Z(‘T% — z)?

n n n

= D (@i—u)?+ 2> (i — i)y — 2) + D> _(yi — 2)°

=1 i=1 i=1

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz,

d(z,z) < Xn:(xz - Z/z')2 +2- \Jzn:(ﬂ% - Z/i)2 : Jzn:(yl - Zz‘)2 + anyz - Zi)2

Portanto, d é uma métrica em R”

(2) Métrica da soma
E fcil verificar que d'(x,y) > 0, uma vez que |z —y| > 0,Vz,y € R. O que satisfaz
d(z,y) = Z |z, —ys| >0,Vi=1,..n
i=1
Disso, segue que
(i)
d(x,y) = Z |z —y| =0 <= |z;—y|=0,Vi=1,...n
i=1

— x;,—y;=0Vi=1,..n
— x;=vy;,Vi=1,...n

= z=y

Portanto, d'(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.

18



n
(ii) Seja, d(z,y) > 0, entdo Y _|z; — y;| > 0 se, e somente se, existir algum i =

=1
1,...,n, tal que |z; —y;| > 0, isto é

d'(z,y) =Y |z —uyil >0 = |zi—y| >0
i=1
— T;—Y; >0
<~ x; #y;, para algum 1 <i<n

— x#y

Portanto, d'(z,y) > 0 se, e somente se, x # y.
(i)

d/($ay) = Z |z — i
i=1
= [(=Dy —2)[ + .. +[(=1)(y: — z3)]|
= [ =1lyr — oo+ . + | = Uy — 24
= |ly1 — x|+ ... + |y —

n

= Z |yz - Iz’
i=1

= d(y,x),Vr = (21,....,0,),y = (y1, ..., yn) € R™.

n

d(z,z) = Z |z — 2]

i=1
= (o =2 + o+ (20 = 20)]

= |21~y +y— 2]+ T = Yn Y — 2
<z =l + v — 2]+ T = Yal + yn — 20l

n

= D |z —wl+ D |y — =l
i1

=1
d'(x,y)+d(y,2),

para todo = (1, ..., xn), ¥ = (Y1, -+, Yn), 2 = (21, .., 2n) € R™.

Conclui-se que d’ é, de fato, uma métrica em R™.

(3) Métrica do maximo
Como |xr —y| > 0,Vz,y € R", entdao d’(z,y) > 0, isto é,

d"(z,y) = max lz; — yi| = |xi — il = 0,Ve = (21, ..., 20),y = (Y1, -, Yn) € R”

Assim, temos
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d'(z,y) =0 <= max |z; -y =0
= |zi—y|=0
— 2 =Y =0
— x; =y, Vi=1,...,n

= x=y

Portanto, d”(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.
(ii)

/!
d'(z,y) >0 <= glia;;]xi—yi\>0
— |z;—y| >0
— x;—y; >0
<< x; #vy;, paraalgum 1 <i<n

= x#y

Portanto, d"(z,y) > 0 se, e somente se, © # .
(i)

d'(z,y) = max|r; —yil

= |z, —wy|,Vi=1,...,n
= |yi—x|,Vi=1,...n

= max |y; —

= d'(y,z)

1/ _ A
d'(z,z) = lr%agl\xl 2l

= |o;—z|,Vi=1,..,n

IN

lz; —yi| + |lyi — zi|,Vi=1,....n

IN

max |2; — gl + max [y — zi|

d"(x,y)+d"(y, z)

Segue que d” é uma métrica em R"™.

Observagao 1.4. Com a finalidade de garantirmos maior generalidade aos nossos de-

senvolvimentos ao longo do texto, quando nao mencionarmos explicitamente que métrica
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estamos utilizando no espago R™, consideraremos que R™ esteja definido sobre a métrica
euclidiana d, salvo os casos em que serd necessdrio especificarmos a métrica em que traba-
lhamos. As notagoes d,d e d’ nao serdo usadas frequentemente para indicar as métricas
em R™ acima definidas. Assim, por abuso de linguagem, se estivermos usando apenas
a métrica d' numa determinada ocasido, poderemos chamd-la de d, por simplicidade. O
resultado a sequir fornece uma compara¢ao entre as métricas d,d e d” introduzidas no

espaco R™.

Proposicao 1.1. Sejam d,d' e d” as métricas definidas no Exemplo 1.2. Quaisquer que

sejam = (T1, ..., Tn), Y = (Y1, -, Yn) € R", tem-se:

d"(z,y) < d(x,y) <d'(z,y) <n-d'(z,y).

Demonstragio. Ver (DOMINGUES, 1982, p. 41). |

Observagao 1.5. Embora as métricas d,d e d” possam dar resultados diferentes para
um mesmo par de pontos, elas sao consideradas equivalentes em um sentido mais amplo,
porque, em certos contextos, tais métricas podem produzir resultados semelhantes ou até
idénticos. No entanto, € importante notar que essas métricas ndo sao equivalentes em
termos de suas aplicagoes praticas. Cada uma delas pode ser mais adequada dependendo
do problema especifico a ser trabalhado. Por exemplo, devido a sua natureza geométrica,
a métrica d é frequentemente usada quando todas as diregcoes sao permitidas, enquanto
a métrica d € mais adequada para situacoes em que apenas movimentos ortogonais $ao

permitidos, e a métrica d’ € util quando o maior valor individual é de principal interesse.

Definigao 1.3. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que Y é um subespago de X se
Y C X.

Observacao 1.6. Nesse caso, a métrica sobre Y ¢ uma restricio ded : X x X — R a
dy : Y XY — R, isto €, a distancia entre os elementos de Y é a mesma quando estes sao
considerados elementos de X. Nessas condigoes, dizemos que (Y;dy) é um subespago do

espaco métrico (X,d), onde dy chama-se a métrica induzida em'Y pela métrica de X.

Observagao 1.7. A Definicio 1.3 é consideravelmente importante. De fato, se garan-
tirmos a existéncia de um subespaco Y num espagco métrico X, consequentemente, Y é
um espago métrico em relagio a métrica induzida dy pelo espaco métrico X. Assim, €
possivel obter uma gama de exemplos de espacos métricos se considerarmos 0s diversos

subconjuntos de um espaco métrico dado.

Exemplo 1.3. Seja M um conjunto nao vazio, a func¢io d : M x M — R ¢ definida do

sequinte modo:

0 se z=y

d(x,y):{ 1 se xz#y

onde d é usualmente denotada por métrica discreta ou métrica zero-um.
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E f4cil verificar que d, assim definida, é uma métrica pelas condicoes da Definicio

1.1. De fato, sejam x,y,z € M. Temos:

(i) Sex=y=d(z,y) =0
(ii)) Sex #y =d(xz,y)=1>0

(iii) Para x = y, temos que d(x,y) = d(y,z) = 0. No entanto, se x # y, temos
d(z,y) = d(y,x) =1

(iv) Inicialmente, tomemos x = y = z. Logo
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) = 0<0+0=0=0
Em seguida, se x = y # z, ou x # y = z fica evidente a igualdade
d(z,z) <d(xz,y) +d(y,z) =1=1
Por outro lado, para x = z # y, temos
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = 0<1+1=0<2
Por fim, para x # y # z, tem-se

dlz,z) <d(z,y)+dy,z) = 1<1+1=1<2

Portanto, d é uma métrica em M.

Observagao 1.8. Percebe-se entdo que, através da métrica zero-um, é possivel transfor-
mar qualquer conjunto num espago métrico o que mostra a grande versatilidade de tal
métrica. Contudo, os espagos métricos obtidos por meio da métrica zero-um sao bastantes

triviais, mas por compensacao, a sua utilizacio € muito util para contraexemplos.

Defini¢ao 1.4. Uma norma || - || é uma fungio de valores reais definida num espago
vetorial X que associa cada vetor x € X a um nimero real |x|, de modo a serem satisfeitas

as sequintes propriedades para quaisquer x,y € X e a € R:

(@) [lz]l = 0 <=z =0;
(i0) [la- 2| = laf - ||
(@i1) |z +yll < [l]] + [lyl].
Se X € munido da norma || - || conforme definida anteriormente, entio X é um

espago vetorial normado.
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Observacao 1.9. Todo espago vetorial normado torna-se um espago métrico através da

métrica d(x,y) = ||z — yl|.

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto arbitrario. O conjunto das fungoes limitadas f :

X — R denotado por (X;R) com a métrica
d(f,9) = sup |f(x) —9(2)],¥f,9 € BX;R)

¢ um espaco meétrico.

A métrica introduzida em Z(X;R) é usualmente denotada por métrica da conver-
géncia uniforme ou métrica do supremo. Além disso, ela é proveniente da norma posta
na Definicdo 1.4. Podemos entao escrever ||f — g|| ao invés de d(f,g). Desse modo, o
conjunto (X ;R) possui uma estrutura natural de espago vetorial normado. De fato, se
para quaisquer f,g € Z(X;R) e qualquer a € R definirmos f + g, af e ||f||, de modo

que
(f+9)(x) = [flx)+g(x) VeeX;

(af)(x) = af(x),VreX;
Al = sup{|f(x)];z € X},

garantimos tal afirmagdao. Das condig¢oes acima, so verificaremos aquelas que dizem res-
peito & norma. Com efeito, notemos que || f|| estd bem definida, pois sup {|f(z)|;x € X}
existe pelo fato de f ser limitada. Além disso, ||f|| € Ry, para qualquer f € Z(X;R).

Das condigoes que fazem de ||f|| uma norma, segue que:

(i)
1fll=0 < |f(z)|=0,VzeX
— f(x)=0,Vxe X
—= [f=0

lafll = sup{laf(z)[;z € X,a € R}
= sup{le]|f(z)[;z € X,a e R}
= |af-sup{|af(z)];z € X,a € R}
= o - [[f]};

(iii) Sejam f,g € Z(X;R), para qualquer x € X, tem-se

[f(@)+9(@)] < [f(@)]+ |g(z)]
sup{|f(z)|;x € X} + sup{lg(x)]; 2 € X}
< |IfI+ Mgl

IN
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Disso, temos que #(X;R) é um espaco munido da métrica induzida pela norma.

1.2 BOLAS E ESFERAS

Introduziremos agora os conceitos de bolas e esferas, os quais sdo fundamentais
para prosseguirmos com os proximos resultados. Sejam M um espacgo métrico, » > 0 um

numero real e ¢ um ponto de M, as seguintes defini¢oes sao vélidas:

Definigao 1.5. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de M

cuja distancia ao ponto a é inferior a r:
B(a;r) ={x € M;d(z,a) <r}.

Definig¢ao 1.6. A bola fechada de centro a e raio r € o conjunto Bla;r| dos pontos de M

cuja distancia ao ponto a € inferior ou igual a r:
Bla;r] ={xz € M;d(z,a) <r}.

Observagao 1.10. Notemos que a bola fechada Bla,r| é formada pela bola aberta B(a;r)
somada aos pontos x € M cuja distancia ao ponto a € igual a r. FEstes ultimos pontos

compoem o conjunto S(a;r) denotado de esfera de centro a e raio r:

S(a;r) ={x € M;d(z,a) =r}.

Assim, Bla,r] = B(a;r) U S(a;r) é uma reunido disjunta.

Exemplo 1.5. Seja X um subespaco do espagco métrico M, a bola aberta de centro
a € X e raior > 0 em relagio a métrica induzida em X é o conjunto Bx(a;r) =
{z € X|d(z,a) <r}. Portanto, Bx(a;r) = B(a;r)N X, onde B(a;r) € a bola aberta cen-
trada em a de raio v no espago métrico M. De modo andlogo, tem-se Bx[a;r] = Bla;r|NX

e Sx(a;r) = S(a;r)NX.

Exemplo 1.6. Com a métrica usual da reta, para todo a € R e r > 0, a bola aberta
B(a;r) € o intervalo aberto (a — r,a + 1), a bola fechada Bla;r] é o intervalo fechado

l[a —r,a+r] e a esfera € reduzida ao par de pontos S(a;r) ={a—r,a+r}.

Exemplo 1.7. No plano R?, a bola aberta B(a;r) € o interior de um circulo de centro a
e raio v, ou o interior de um quadrado de centro a e lados de comprimento 2r, paralelos
aos eiros, ou entao o interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos,
ambas de comprimento 2r. Estes casos, correspondem a usarmos em R? as métricas d, d"

ou d respectivamente.
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Figura 1.1 — Bolas no R? relativas as métricas d, d” e d’, respectivamente.

Exemplo 1.8. Se M estd munido da métrica zero-um, entdo para todo a € M, qualquer

bola aberta de raio r < 1 consiste de apenas um ponto: seu centro. Este fenomeno decorre

das prorimas definigoes.

Definicao 1.7. Seja M um espago métrico. Dizemos que a € M é um ponto isolado se

existe uma bola aberta B(a;r) que consiste unicamente do ponto a, isto é, B(a;r) = {a}.

Definicao 1.8. Um espagco métrico M chama-se discreto quando todos os seus pontos sao

1solados.

lt—a| <rely—as] <.
Fonte: Autoral
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Exemplo 1.9. Todo conjunto munido com a métrica zero-um é um espaco discreto.

Proposicao 1.2. Dados os pontos a # b num espaco métrico M, sejam r > 0 e s > 0

nimeros reais tais que v + s < d(a,b). Entao as bolas abertas B(a;r) e B(b;s) sdo

disjuntas.

Demonstragio. Tomemos, por contradi¢ao, que exista x € B(a;r) N B(b; s). Logo

r+s <d(a,b) <d(a,z)+d(z,b) <r+s,

um absurdo. Portanto, B(a;r) N B(b;s) = 0.

Figura 1.2 — Bolas abertas disjuntas no espago métrico M
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T+ 5 <d(a,b)

Fonte: Autoral
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Corolario 1.1. Se r+ s < d(a,b), entdo as bolas fechadas Bla;r| e Blb; s| sao disjuntas.

Demonstragio. Consideremos 1’ > 0 e s/ > 0 ntmeros reais tais que " + s’ < d(a,b).
Sejam B(a; ') e B(b;s') bolas abertas, donde Bla;r] C B(a;r') e Blb;s| C B(b;s'). Pela
Proposigao 1.2, B(a;r’) e B(b; s') sao disjuntas, logo Bla;r] e B[b; s] também os sao. MW

1.3 CONJUNTOS LIMITADOS

Definicao 1.9. Um subconjunto X de um espago métrico diz-se limitado quando existe
uma constante real ¢ > 0, tal que d(x,y) < ¢, para quaisquer z,y € X. O menor desses
numeros ¢ € denotado por diametro de X. Assim, o diametro é uma cota superior, em
particular, o supremo, para o conjunto das distancias d(x,y) entre os pontos de X. Logo,

definimos o diametro de um conjunto limitado X do sequinte modo:

diam(X) = sup{d(z,y);z,y € X}

FEvidentemente, se X é limitado, entao Y C X também o é, valendo a relagdo

diam(Y') < diam(X).

Exemplo 1.10. O diametro de um espago discreto € zero, uma vez que o conjunto €

reduzido a uwm ponto.

Exemplo 1.11. Toda bola aberta B(a;r) é um conjunto limitado e seu didmetro ndo
excede 2r. O mesmo se aplica & bola fechada Bla;r| e a esfera S(a;r). Por exemplo,
considerando como subespago da reta o intervalo [0,1], a bola fechada B[0,1] coincide

com o espaco todo e, portanto, seu didgmetro é diam(B[0,1]) =1 # 2.

O Exemplo 1.11 nos fornece uma caracterizacdo importante para os conjuntos
limitados. De fato, um conjunto X é dito limitado se, e somente se, estiver contido numa
bola. Com efeito, assumindo que X ¢ limitado, é facil verificar que se X for vazio, entao
qualquer bola aberta o contém. Por outro lado, considerando o caso em que X # (), ao
fixarmos um ponto xy € X arbitrariamente, segue que d(z, x¢) < ¢ = diam(X) para todo
x € X. Logo X C Blx;c] C B(x;2c). Reciprocamente, se X estd contido numa bola,

entao X é limitado porque a bola também é.

Exemplo 1.12. Num espago métrico M, um subconjunto X C M ¢é limitado se, e somente
se, estd contido em alguma bola de M. Com efeito, se X C B(a;r), entio X € limitado
e seu diametro nao excede < 2r. Reciprocamente, se X € limitado, ha dois casos a se

considerar: no primeiro, se X = (), entao X estd contido em qualquer bola B(a;r) C M;
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no sequndo caso, se X # 0, consideramos arbitrariamente a € X, existe ¢ > 0 tal que
d(a,z) < ¢, para todo x € X. Portanto, X C Bla;c] C B(a;2c).

Exemplo 1.13. Se X e Y sao limitados, entao X UY é limitado. De fato, € facil verificar
quando X =0 ouY = 0. Por outro lado, consideremos o caso arbitrdrio em que X e Y
sao ambos diferentes do conjunto vazio. Dai, fitando a € X eb €Y, existe ¢ > 0 tal que
d(z,a) < ced(y,b) <c para todox € X ey €Y. Logo

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) +d(b,y) < c+d(a,b) +c.

Tomando k = 2c+d(a,b), a desigualdade € valida tanto para x,y € X quanto para
x,y € Y. Logo vale d(x,y) < k para quaisquer x,y € X UY e, portanto, X UY ¢é um

conjunto limitado.

Observacao 1.11. Generalizando o resultado do Fxemplo 1.13 n — 1 wvezes, concluimos
que a reuniago X1U...UX,, den conjuntos limitados é um conjunto limitado, em particular,

todo conjunto finito sendo reunido de seus pontos € limitado.

Definicao 1.10. Uma aplicagio f : X — M, definida num conjunto arbitrario X e

tomando valores num espago métrico M, chama-se limitada quando sua imagem f(X) é

um subconjunto limitado de M.

Observacao 1.12. Em particular, se M possui uma métrica limitada, diam (M) < +oo,

entdo toda aplicacao f: X — M ¢ limitada.

Exemplo 1.14. A funcio f : R — R definida por f(x) = 1/(1 + 2?) é limitada porque
a imagem f(R) estd definida no intervalo (0,1]. Em compensagdo, a fungio g : R — R,
onde g(x) = x* € ilimitada, pois g(R) = [0, +00).

Exemplo 1.15. Generalizando o Exemplo 1.4, seja B(X; M) o conjunto das aplicagoes
limitadas f : X — M, onde X € um conjunto arbitrdrio e M um espaco métrico. Defini-

mos a distancia entre duas aplicagoes limitadas f,qg : X — M, pondo:
d(f,g) = sup{d(f(z),g(x));z € X}

A principio, notemos que d(f,g) < +o0o. Com efeito, firemos arbitrariamente um
ponto xg € X. Por f(X) e g(X) serem subconjuntos limitados de M, existem nimeros
reais k > 0,1 > 0 tais que d(f(x), f(xg)) < k e d(g(x), g(xo)) < i para qualquer que seja
x € X. Pondo d(f(xg),g(x0)) = j, entdo para todo x € X, temos pela desigualdade

triangular

=
~
S
<
S
A

d(f(z), f(xo)) + d(f(x0), 9(w0)) + d(g(x), g(0))
k+i1+j; Ve e X.

U
—~
=

8
~
2
&

A
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Seque dai que d(f,g) = sup{d(f(x),g9(x));z € X} < k-+1i+j é um nimero real
bem definido. Além disso, d(f,qg) cumpre os aziomas exigidos para uma métrica. De
fato, se para todo x € X, tal que f(x) = g(x), obtermos d(f(zx),g(x)) = 0 entio f = g.
Por outro lado, se f # g, entdo eziste algum xo € X tal que f(xg) # g(xo) e, portanto,

d(f(xo),g(x0)) > 0. Logo, d(f,g) > 0. FEvidentemente, d(f(zx),g(z)) = d(g(x), f(z))
para todo x € X. Por fim, para todas as fungoes f,g,h € B(X; M), temos d(f,h) <

d(f,g) + d(g,h). Por defini¢io d(f,h) = supd(f(x),h(x)). Aplicando a desigualdade
reX

triangular no espaco métrico M, para todo v € X, temos que

d(f(x), h(x)) < d(f(x), g(x)) + d(g(x), h(z)),

isto €,

sup d(f(x), h(x)) < sup{d(f(z), g(x)) +d(g(x), h(z))}.

zeX rzeX

Pela definicao do supremo, podemos dividi-lo, na soma, em duas partes:

sup d(f(x), h(z)) < supd(f(z),g(z))+supd(g(z), h(z))

rzeX zeX zeX

d(f,h) < d(f,g)+d(g,h).

Portanto, a métrica do espago das fungoes limitadas B(X; M) estd bem definida.

Exemplo 1.16. Se E é um espago vetorial normado, o conjunto B(X; E) possui uma
estrutura natural de um espago métrico: (f + g)(x) = f(z) + g(z) e (af)(zx) = a - f(z).
Quando f,qg forem limitadas, f 4+ g e af também serdo. A métrica acima definida em

AB(X; E) provém da norma

|| = sup{|f(z); = € X},

que faz de B(X; E) um espago vetorial normado. Denotamos entio |f — g| em vez de

d(f,g).

Exemplo 1.17. O espaco das fungoes reais limitadas definidas em X, B(X;R), e B(I;R)
o0 espago das fungoes limitadas definidas num intervalo I = [a,b] da reta sao exemplos de
espagos importantes a considerar. No dltimo espaco, d(f,g) pode ser visualizada como

sup. das cordas verticais que ligam o grifico de f ao grifico g.
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Figura 1.3 — Sup. das cordas verticais que ligam o grafico de f ao grafico de g

'y

 J

Fonte: Autoral

Dada uma fungao f € B(X; M), a bola aberta B(f;e) de centro f e raio € > 0
consiste de todas as aplicagoes g : X — M tais que d(f(x),g(z)) < €, para todo x € X.
Se tratando de fungoes reais, B(X;R), essa bola é composta das aplicagoes g : X — R
tais que f(z) —e < g(z) < f(x) + € para qualquer x € X. No caso que X = (a,b) é
um intervalo da reta, a bola aberta é o conjunto de todas as aplicacoes g : X — R cujos

grdficos estao contidos na “faixa” que dista r > 0 da linha central representada pelo grdafico

da funcao f.
Figura 1.4 — Bola aberta no espaco de fungoes
A

AL

S

: —

Fonte: Autoral

Exemplo 1.18. Se X = {1,2,3,...,n} € o conjunto dos nimeros inteiros até n, entio
toda aplicagao f : X — M ¢é limitada e, escrevendo f(1) = z1,..., f(n) = x,, f associa
cada elemento de X d n-upla x = {x1,...,x,} de elementos de M. Nessas condigies,

B(X;E) =M x---x M. A métrica de B(X; M) permite entiao considerar o produto

cartesiano M™ = M x---x M como um espaco métrico, onde a distancia entre duas n-uplas

r=(x1,...,2,) ey= (Y1,...,Yn) € dada por d(x,y) = max {d(x1,y1),...,d(xn,yn)}
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Observacao 1.13. Notemos que tal métrica generaliza a métrica do mdximo (Exemplo

1.2) introduzida no espago euclidiano R™ = R x --- x R. Normalmente, o produto carte-
stano M = My X --- X M,, de n espacos métricos M, ..., M, pode ser munido de métrica
andloga:

d((L’, y) = maxr {d(xh y1)7 e ’d(‘rnv yn)} )

onde = (x1,...,2),y = (Y1, -, Yn) €d(z1,y1) € My,...,d(xn,yn) € M,.

Observacgao 1.14. Ainda podemos considerar métricas semelhantes que generalizam a
métrica euclidiana d(x,y) e a métrica da soma d'(x,y) (Exemplo 1.2) quando trata-se do
produto cartesiano My x --- X M,. No entanto, tais métricas nao possuem rela¢io com o

espagco B(X; M), com X e M arbitrdrios.

1.4 DISTANCIA DE UM PONTO A UM CON-
JUNTO E DISTANCIA ENTRE DOIS CON-
JUNTOS

Definicao 1.11. Seja M um espago métrico. Dados um ponto a € M e X C M um
subconjunto nao vazio. Chamamos de distancia de a € M ao conjunto X e indicamos por

d(a, X), o sequinte nimero real nio negativo:
d(a,X) =inf{d(a,z);x € X}

Observagao 1.15. Observamos que a existéncia de d(a, X) estd assequrada pelo fato do
conjunto {d(a,z);x € X} formado pela distincia de a € M aos diversos pontos de X
ser nao vazio e limitado inferiormente por zero. Se esse conjunto possuir um elemento
minimo, ele serd a distincia d(a, X), salvo os casos em que pode nao haver um elemento
minimo mais prozimo de a € M do que os outros pontos de X. A nocdo de infimo de
um conjunto de numeros reais existe necessariamente para generalizar a ideia de elemento

minimo. Seque da defini¢do de infimo:

1) d(a,X) < d(a,x) para todo = € X
2) Se d(a, X) < c entdo existe x € X tal que d(a,z) < c.

Observagao 1.16. A propriedade 1) afirma que o nimero d(a,z) é uma cota inferior
para o conjunto das distancias de a € M aos pontos de X. Por outro lado, a propriedade
2) diz que d(a,X) é a maior das cotas inferiores do conjunto {d(a,z);x € X}. Logo,
podemos reformular a propriedade 2) do sequinte modo: se ¢ < d(a,x) para todo x € X,
entdo ¢ < d(a, X).
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Observacao 1.17. Fvidentemente, a € X = d(a,X)=0e X CY = d(a,Y) < d(a, X).
Notemos ainda que d(a, X) = 0 < para todo € > 0 existe x € X tal que d(a,x) < ¢.

Exemplo 1.19. Se X = {zy,29,...,2,} € um subconjunto finito, entio d(a,X) € o

menor dos niumeros d(a,z1),d(a,xs), ..., d(a,x,).

Exemplo 1.20. Seja S* = {(z,y) € R* 2?4+ y* = 1} o circulo unitdrio do plano e 0 € R?
a origem. Segue que d(0,z2) =1 para todo z € S*,logo d(0,S) = 1.

1 1
Exemplo 1.21. Consideremos sobre R a métrica usual. Se X = {1, g } €
n
a=0, entdo d(a,X) =10

De fato, dado € > 0, sempre existe n € N* de maneira que
1 1 1
O L
n n n

1 1
Seque entio que d(0,X) =inf {d(O, —)=—n¢€ N*}
n n

Observagao 1.18. Notemos que € possivel se ter d(a, X) = 0 mesmo quando a ¢ X. Por
outro lado, é evidente que a € X = d(a, X)) =0, pois neste caso, o nimero 0 pertence ao
conjunto {d(a,x);z € X}.

Exemplo 1.22. Dado um disco aberto X = B(a;e) no plano R?, tem-se d(b, X) = 0 para
todo ponto b da circunferéncia S(a;e). Num espago vetorial normado E, seja B = B(a;r)
a bola de centro a € E e raio r > 0. dado b € E, tem-se d(b, B) = 0 se, e somente se,
b € Bla;r]. De fato, consideremos b € Bla;r|, ou seja, |b —a] < r. Hd dois casos a
considerar: se for |b—a| < r, entao b € B, donde d(b, B) = 0; se for |b— a| = r, entdo
dado arbitrariamente e, obtemos um ponto x € B tal que d(b;x) < €. Denotemos por
u= (b—a)/r o vetor unitdrio de raio ab. Tomando um nimero real k tal que r —e < k <
r=0<r—k<e. Definimos x =a+k-u. Entao, temos que d(x,a) = |z —a| =k <,
logo x € B. Além disso,

dlz,b)=b—z|=|b—a—k-ul=|r-u—k-ul=r—k>ec.

Isso conclui a prova de que x € Bla;r] = d(z, B) =0, onde B = B(a,r).

Reciprocamente, consideremos um ponto p € E tal que p ¢ Bla;r]. Mostremos que
d(p, B) > 0. De fato, por p ¢ Bla;r| seque que |p — al = r+ ¢, com ¢ > 0. Para todo

x € B, tem-se |x — a| < r. Decorre da desigualdade triangular que

p—al <fp—z[+]r—al=Ilp-2|>|p—a] -]z —a >c

Portanto, d(p, B) > ¢ > 0.
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Proposicao 1.3. Sejam M um espago métrico. Dados a,b € M e um subconjunto nao
vazio X C M, vale:

Demonstra¢ao. Supondo que d(a, X') > d(b, X ), temos:
d(a, X) —d(b,X) < d(a,b)
d(a,X) < d(a,b)+d(b, X).

IN

Tomando xy € X, tem-se d(a, X) < d(a, xy). Disso, temos:

d(a,X) < d(a,x¢) <d(a,b)+ d(b,xo)
d(a, X) < d(a,b)+ d(b, )
d(a,X) —d(a,b) < d(b,xg); VrgeX

Dali, tem-se que 1£1)f( {d(a,z)} = d(a,X) — d(a,b), logo
d(b,X) > d(a,X) — d(a,b)
d(a, X) —d(b,X) < d(a,b).

Portanto, |d(a,X) — d(b, X)| < d(a,b), como querfamos demonstrar. Analoga-
mente, faz-se para d(b, X) > d(a, X). |

Corolario 1.2. Dados a,b,z € M, tem-se |d(a,z) — d(b,z)| < d(a,b).

Demonstragio. Tomemos, sem perca de generalidade, d(a,z) > d(b, x). Segue que
d(aa l’) - d<b7 [E) < d(CL, b)
d(a,z) < d(a,b)+d(b, ).

Logo, d(a,z) é uma cota inferior de M, ou seja
d(a, M) < d(a,)
d(a, M) < d(a,x) <d(a,b)+d(b,z)

d(b,x) > d(a,M)—d(a,b).

Dai, tem-se y1é11\f4 {d(a,y)} = d(a, M) — d(a,b), logo
d(b,M) > d(a,M)—d(a,b)
d(a,b) > d(a, M) —d(b, M)

Como ¢ valido |d(a, M) — d(b, M )| < d(a,b), pela Proposicao 1.3, temos que

|d(a,z) — d(b,x)| < d(a,b); Va,b,z € M.
De modo andlogo, faz-se para d(b, z) > d(a, x). |

32



Definicao 1.12. Define-se a distancia entre dois subconjuntos nao vazios X,Y C M,

pondo
dX,Y)=inf{d(z,y);z € X,y Y}.

Observagao 1.19. Quando X NY # 0, tem-se d(X,Y) = 0, no entanto, a reciproca
¢ falsa. De fato, tomando X = (—00,0) ¢ Y = (0,+00) na reta, temos X NY = ),
mas d(X,Y) = 0. Além disso, d(X,X) =0 e d(X,Y) = d(Y,X), evidentemente, mas
estas sao as unicas propriedades da distancia entre pontos que permanecem validas para

conjuntos.

1.5 ISOMETRIAS

Definicao 1.13. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N chama-se
uma imersao isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(z,y) para quaisquer que sejam x,y €

M.
Observacao 1.20. Nessas condicoes, dizemos que f preserva distancias.

Exemplo 1.23. Uma imersao isométrica f : M — N é sempre injetiva. De fato, f(x) =

fly) = d(z,y) = d(f(x), f(y)) = 0=z =y.
Definicao 1.14. Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetiva.

Exemplo 1.24. Toda imersdo isométrica f : M — N define uma isometria de M sobre
o subespago f(M) C N.

Observagao 1.21. A composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria sao

ainda isometrias.

Defini¢ao 1.15. Sejam X um conjunto, (M,d) um espago métrico e f : X — M uma
aplicagao injetiva. Para cada par de pontos x,y € X, ponhamos d(z,y) = d(f(x), f(y)).

Isto define uma métrica d em X, chamada a métrica induzida por f.

Observagao 1.22. A métrica da Definicao 1.15 € unica em X que torna f : X — M uma
imersao isométrica. Um exemplo particular desta situacao é o caso de um subconjunto
X C M. A métrica que torna X C M um subespaco é induzida pela aplicagdo de inclusao

i: X — M, tal que i(x) = x, para qualquer x € X.

Exemplo 1.25. Vamos demonstrar que todo espago métrico M = (M,d) pode ser in-
corporado isometricamente no espago vetorial normado E = B(M;R). Suponhamos que
M seja limitado. Definiremos uma fungao ¢ : M — B(M;R) estabelecendo, para cada
x € M, o(x) = d, onde d, : M — R € a fungio "distancia ao ponto x', ou seja,
d.(y) = d(x,x), para todo y € M. Como a métrica é limitada, cada func¢io d,, © € M

33



¢ limitada, de forma que ¢ realmente assume valores em B(M;R). Para mostrar que ¢
mantém distancias, observamos que pela Proposicao 1.3 | dados z,x',y € M quaisquer,
temos |d,(y) — dw(y)| < d(z,2"). Portanto

|ldz — di || = sup |du(y) — dw (y)] < d(z, 7).
yeM

Por outro lado, escolhendo y = 2’, obtemos |d,(y) —d (y)| = d(z,2"). Concluimos
que ||d, — dy|| = d(z,2), isto é, d(e(x),p(z")) = d(z,2"). Logo, ¢ é uma imersio
isométrica de M em B(M;R). Quando M nao é limitado, nenhuma das fungoes d, é
limitada. Nesse caso, fizamos um ponto a € M e definimos a fungio & : M — B(M;R)
estabelecendo &(x) = d, — d,. Para cada x € M, como vimos acima, vale ||&(x)|| =
||de —dy|| < d(a,x), logo £(x) é uma fungao limitada, ou seja, £ realmente assume valores
em B(M;R). Além disso, d(€(x), () = (&) — €@)| = I — datl] = Ilds — durl] =
d(x,x") como foi provado acima. Portanto, & é uma imersao isométrica no espago vetorial

normado B(M;R).

Observagao 1.23. Mesmo quando M ndo é limitado, a aplica¢io ¢ : M — F(M;R)
pode ser definida por o(x) = d—x e a desigualdade ||d, — d/|| < d(z,x") mostra que para
x ez’ arbitrarios em M, as funcoes d, e d, estao sempre a uma distancia finita uma da

outra.
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2 FUNCOES CONTINUAS

No presente capitulo, introduziremos a fundamental noc¢do de continuidade em
espacos métricos, cujo papel é equiparado a Analise da continuidade na reta. Este con-
ceito transcende a simplicidade do dominio real, adentrando em um contexto mais amplo
e abstrato de espagos métricos, onde oferece uma base sélida para a compreensao das

propriedades fundamentais das fungoes.

Definicao 2.1. Sejam M, N espagos métricos. Dizemos que a aplicagio f : M — N ¢é

continua no ponto a € M quando para todo € > 0, existe & > 0 tal que d(a,z) < § implica

d(f(x), fla)) <e.

Definicao 2.2. Dizemos que f : M — N é continua, quando f for continua em todos o0s

pontos a € M.

Figura 2.1 — Aplicac¢ao continua f: M — N

__________________________
oooooooo

.,
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Fonte: Autoral

Observacao 2.1. De forma equivalente, f : M — N ¢é continua no ponto a € M, quando
para toda bola aberta B'(f(a),e) pode-se obter uma bola B(a,d) tal que f(B) C B'.

Observacao 2.2. No caso em que M C R e f : M — R. Afirmar que f ¢ continua
no ponto a € M equivale afirmar que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que x € M e
a—06 <x<a+d implicam f(a) —e < f(x) < f(a)+e. Ou seja, f transforma os pontos

do intervalo aberto (a — 6,a + &) em pontos do intervalo aberto (f(a) — ¢, f(a) + ¢).

Observagao 2.3. A nocao de continuidade num ponto € um fendmeno local, isto €, de-

pende apenas da continuidade de f nas prorimidades do ponto.

Exemplo 2.1. Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0, chamada

de constante de Lipschitz, tal que d(f(x), f(y)) < c-d(x,y) para quaisquer x,y € M.

Dizemos entdao que f é uma aplicacao lipschitziana.

Proposicao 2.1. Toda aplicacao lipschitziana é continua.

35



Demonstracao. Basta tomar 6 = = para todo € > 0. Nesse caso, temos:
c
d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) <c-d(z,a)<c-d=¢
|

Observacao 2.4. Se f,g : M — R sdo lipschitzianas, entio f +¢g e k- f, com k € R,

sao lipschitzianas.

Exemplo 2.2. Sea € M é um ponto isolado, entao toda aplicacio f : M — N é continua
no ponto a. Com efeito, para qualquer € > 0, existe § > 0 tal que B(a,d) = {a}. Decorre
dai que d(a,x) < § implica x = a, logo d(f(a), f(z)) =0 <e.

Observagao 2.5. Se M ¢é um espaco discreto, toda aplicacio f : M — N € continua.
Por outro lado, se N também é um espago discreto, entao f : M — N € continua se, e

somente se, cada ponto a € M é centro de uma bola aberta a qual f é constante.

Definicao 2.3. Dada f: M — N, um ponto de descontinuidade da fungdo f é um ponto

a € M tal que f ndao é continua no ponto a.

Observacao 2.6. Dizer, portanto que a € X é um ponto de descontinuidade de f : M —
N equivale afirmar a existéncia de um numero € > 0 tal que o > 0, se pode encontrar
x5 € M, com d(zs,a) < 0, mas d(f(xs), f(a)) > e.

Exemplo 2.3. Seja f : R — R dada por f(z) = 0 para x racional e f(x) = 1 se x
¢ irracional. Entdo todo miumero real € ponto de descontinuidade de f, pois nao existe

glﬂll)r(ll f(z), seja qual for x € R.

2.1 HOMEOMORFISMOS

O interesse no estudo dos homeomorfismos é amplamente motivado pela peculi-
aridade observada na Topologia em comparagdo a outras areas da Matematica, como
Algebra Linear e Teoria dos Grupos. Em Algebra Linear, a inversa de uma transfor-
macao linear permanece uma transformacio linear, enquanto na Teoria dos Grupos, a
inversa de um homomorfismo bijetivo ainda mantém sua propriedade de homomorfismo.
No entanto, em Topologia, um fendémeno intrigante se destaca: a existéncia de fungoes

continuas f : M — N bijetivas, cuja inversa é descontinua.

Esta caracteristica tnica desafia as expectativas estabelecidas por outras areas da
Matematica e destaca a complexidade e riqueza intrinseca da Topologia, onde a continui-
dade e a inversibilidade nem sempre coexistem de maneira direta. O estudo aprofundado
desses casos especificos contribui para uma compreensao mais profunda das propriedades
distintivas dos espacos topoldgicos e a importancia de se considerar cuidadosamente a

natureza das fun¢oes em diferentes contextos matematicos.
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Exemplo 2.4. Seja M = R a reta munida da métrica zero-um. A aplicacao identidade
1: M — R é continua, mas sua inversa j : R =M ¢é descontinua em cada ponto a € M.
De fato, tomando ¢ = 1/2, temos B(f(a);1/2) = {f(a)} em M. Logo nao existe § > 0
tal que f((a —d,a+0)) C B(f(a),e).

Observagao 2.7. O caso mencionado anteriormente € elementar, mas ao mesmo tempo,
pouco realista. E tmprovdvel que uma situacao semelhante surja durante a resolucao de um

problema em Andlise ou Geometria. Vamos, entdo, examinar um exemplo mais natural.

Exemplo 2.5. Sejam M = [-1,0] U (0,400), N = (0,+00) e f : M — N definida por
f(x) = 22, para todo x € M. Tem-se que f é uma bijegio de M sobre [0, +00), sua inversa
g=["1:]0,400) = M € dada por g(y) = \/y, sey>1eg(y) =—/yse0<y<1 A
fungao g € descontinua no ponto 1. Com efeito, temos g(1) = —1. Se for 0 < € < 2 para
cada n € N o ponto 1 + 1/n dista 1/n do ponto 1 mas g(1+ 1/n) = /14 1/n € tal que
lg(1+1/n) —g(1)] >2>e¢.

Definicao 2.4. Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N ¢é

uma bijecdo continua f : M — N cuja inversa f=': N — M também é continua.
Observacao 2.8. Em tal caso, dizemos que M e N sao homeomorfos.

Definicao 2.5. Sejam f : M — N e g : N — P homeomorfismos, tem-se que f o g :
M — Peft':N— M sio homeomorfismos.

Observacao 2.9. Dois espagos métricos homeomorfos sao indistinguiveis do ponto de

vista da Topologia.

Definicao 2.6. Uma propriedade de que goza um espago métrico M chama-se propriedade

topologica quando todo espaco homeomorfo a M também goza daquela propriedade.
Exemplo 2.6. Seja f: M — N wuma isometria, entao f é um homeomorfismo.

Observacao 2.10. As propriedades topologicas se distinguem das propriedades métricas
de M que, por sua vez, sdo preservadas por isometrias. No entanto, veremos a sequir,

que a reciproca do Exemplo 2.6 nao é vdlida.

Exemplo 2.7. Seja f : M — N um homeomorfismo. Se N for um espaco métrico
discreto, entdo M também serd. De fato, consideremos um ponto a € M arbitrdrio, existe
uma bola B(f(a),e) = {f(a)} que € reduzida somente a um dnico ponto. Por f ser um
homeomorfismo, € continua, logo existe 6 > 0 tal que f(B(a,0) C B(f(a),e) = {f(a)}.
Como [ também ¢ injetiva, a bola B(a,d) tem um tnico ponto, a saber, o ponto a € M

que €, portanto, um ponto isolado.

Observagao 2.11. Seque do Exemplo 2.7 que ser discreto e, consequentemente, ndo ser

discreto € uma propriedade topoldgica. Além disso, dois espagos métricos discretos M e N
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sao ditos homeomorfos se, e somente se, tem o mesmo numero cardinal. Decorre dai que
toda aplicagcdo definida num espago discreto sendo continua, qualquer bijecdo entre dois

espacos métricos discretos € um homeomorfismo.

Exemplo 2.8. Ser limitado, apesar de ser uma propriedade métrica, ndo € uma pro-
priedade topoldgica. Basta considerarmos os conjuntos N = {1,2,3,...,n,...} e P =
{1,1/2,1/3,...,1/n,...} munidos com a métrica induzida da reta. Temos que ambos
s@o homeomorfos por serem discretos, infinitos e enumerdveis. Mas, por outro lado, P €

limitado, enquanto N nao €.

2.2 CONTINUIDADE UNIFORME

Definicao 2.7. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplica¢io f : M — N é uniforme-
mente continua quando, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, sejam quais forem

z,y €M, d(z,y) <6=d(f(z), f(y) <e.

Exemplo 2.9. Toda aplicacdo lipschitziana f : M — N € uniformemente continua. Com
efeito, se d(f(x), f(y)) < c¢-d(z,y), sejam quais forem x,y € M. Assim, dado ¢ > 0,
basta tomarmos § = e/c. De d(z,y) < 0, decorre que d(f(z), f(y)) < c-d(xz,y) <c-d =¢.

Observagao 2.12. A aplicacao uniformemente continua é, sem duvida, uma forma es-
pecifica de aplicagdo continua, onde a escolha do &, a partir de €, nao depende do ponto
especifico em que se examina a continuidade. Contudo, nem toda funcao continua é uni-

formemente continua. De fato, vejamos o proximo exemplo.

Exemplo 2.10. Consideremos a aplicagio f: R—{0} — R dada por f(x) = —1 sex <0
e f(x) =1 sex >0. A fungio assim estabelecida é continua, mas ndo € uniformemente

continua, pois € possivel obter pontos x,—x, tao prorimos entre si quanto se queira, de

tal modo que |f(z) — f(—x)| = 2.

Observacao 2.13. Essa distingao entre aplicagoes ocorre pois, enquanto a continuidade
simples ¢ uma caracteristica local, a continuidade uniforme é uma nogdao global, signifi-
cando que estd relacionada ao comportamento da funcdao em todo o espago simultanea-

mente.

Observacgao 2.14. E importante notar que a continuidade uniforme nio é uma propri-
edade topologica. Mais precisamente, uma funcao uniformemente continua f : M — N
pode perder essa propriedade se mudarmos as métricas de M e/ou N para outras equi-
valentes. Em outras palavras, enquanto a definicio de continuidade simples é dada em
termos de € e 9, a continuidade uniforme pode ser expressa apenas em termos de conjuntos

abertos.
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Definicao 2.8. Uma bijecao f : M — N chama-se um homeomorfismo uniforme, quando

¢ uniformemente continua e sua inversa f=1: N — M também o é.

Observacao 2.15. F importante distinguir a nogdo de homeomorfismo uniforme da nogao
de homeomorfismo uniformemente continuo, uma vez que a sequnda destas nogoes € uma

bijecdo uniformemente continua f: M — N, cuja inversa € apenas continua.

Exemplo 2.11. Sejam M = (M,dy) e N = (N, dy) espagos métricos e h : M — N um
homeomorfismo que nao € uniformemente continuo. No espaco M, a métrica dy,(z,y) =
dn(h(z), h(y)) é equivalente a métrica original dy; e agora h : (M, d);) — (N,dy) € uma

isometria e, consequentemente, um homeomorfismo uniformemente continuo.
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3 LINGUAGEM BASICA DA TOPOLOGIA

Este capitulo visa introduzir a linguagem basica da Topologia, fornecendo uma
base sélida para a compreensao de conceitos mais avancados em espagos métricos. Abor-
daremos aspectos essenciais, incluindo a definicao de abertos e fechados, espacos topolo-
gicos, vizinhancas e a relagao entre a topologia e as métricas associadas. Ao compreender
esses conceitos, os leitores serao equipados para explorar as propriedades topologicas que
emergem naturalmente em espacos métricos, destacando a interacao intrinseca entre a
métrica e a topologia. Essa abordagem proporciona uma visao abrangente e sélida, essen-
cial para o avango no estudo de espagos métricos e suas aplicagdes em outros ramos da

Mateméatica.

3.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definicao 3.1. Dado um subconjunto A de um espago métrico M. Um ponto a € A €
dito ponto interior a A se é centro de uma bola aberta contida em A, ou seja, quando
existe v > 0 tal que d(z,a) <r =z € A. O conjunto formado pelos pontos interiores de
A em M ¢ denotado por int A.

Para afirmar que um ponto b € A nao é interior a A é necessario garantir que toda
bola aberta centrada no ponto b contém algum ponto que nao pertence a A. Em tal caso,

o ponto b pertence a fronteira de A.

Figura 3.1 — Ponto interior e de fronteira.

TSN A

a € intA be oA
Fonte: Autoral

Definigao 3.2. Seja A C M um subconjunto de um espagco métrico M. Denotamos a
fronteira de A pelo conjunto A, formado pelos pontosb € M de modo que toda bola aberta

de centro b contenha pelo menos um ponto de A e um ponto do complementar M — A.
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Observacao 3.1. Ao tomarmos uma bola de centro b € M, pode ocorrer que b € A ou
b€ M —A. Nesse caso, para garantirmos que b € 0A (veremos a sequir que esta condi¢do
seque do caso 0A = O(M — A)) € necessario provar, quando b € A, que toda bola aberta

centrada em b contém pontos de M — A. O processo é andlogo quando b € M — A.

Exemplo 3.1. Dado o intervalo [0,1) na reta, o seu interior é o intervalo aberto (0,1)
e sua fronteira € composta somente pelos pontos 0 e 1. Decerto, seja 0 < a < 1, pondo
r =min{a,1 —a} temos (a—r,a+r) C [0,1) e, portanto, a € [0,1). 0 € 9[0,1), uma vez
que todo intervalo aberto centrado em 0 contém nimeros negativos que ndo pertencem ao
intervalo [0,1). Além disso, apesar de 1 ¢ [0, 1), todo intervalo aberto de centro 1 contém

nimeros positivos menores que 1 pertencentes ao intervalo [0,1), logo 1 € 90, 1)

Exemplo 3.2. O interior do conjunto dos nimeros racionais Q em R € vazio visto que
nenhum intervalo aberto pode ser formado somente por niumeros racionais. Em contra-
partida, 0Q = R, uma vez que todo intervalo aberto contém nimeros racionais e nimeros

rracionals.

Observacao 3.2. Consideremos um subconjunto A de um espago métrico M. Dado
¢ € M arbitrariamente, existem trés possibilidades que se descartam reciprocamente: ou
existe uma bola aberta centrada em ¢ contida em A, isto é, ¢ € int A ou existe uma bola
aberta de centro ¢ contida em M — A, ou seja, ¢ € int (M — A) ou toda bola aberta de
centro ¢ contém pontos de ambos conjuntos, A e M — A, o que é equivalente a dizer
que ¢ € 0A. A partir disso, todo conjunto A determina a decomposicao do espaco como

reunido de trés subconjuntos dois a dois disjuntos:
M =intAUOAUint (M — A),

onde um ou dois dos trés subconjuntos acima podem ser vazios. Seque da defini¢io e da
decomposi¢ao que OA = O(M — A).

Definicao 3.3. Um subconjunto A de um espaco métrico M ¢é dito aberto em M se
mtA = A, ou seja, todos os pontos de A sao interiores a A. Deste modo, para que

A C M ¢é necessdrio e suficiente que ANIA = ().

Exemplo 3.3. Um conjunto que € aberto em qualquer espaco métrico é o conjunto vazio
(. De fato, para garantirmos que um conjunto X ndo € aberto, € necessdrio exibir um
ponto v € X que ndo seja um ponto interior a X. Quando X = () € claramente impossivel

provarmos isso. Portanto, () € aberto. Em tal caso, dizemos que () € aberto por vacuidade.
Exemplo 3.4. Evidentemente, a reta R é um conjunto aberto.

Exemplo 3.5. 7Z,Q, seus subconjuntos e os conjuntos finitos da reta nao sao conjuntos

abertos.
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Exemplo 3.6. Nenhum conjunto formado apenas por niumeros irracionais € aberto, pois

nao contém intervalos.

Exemplo 3.7. Todo intervalo (a,b) aberto e limitado é um subconjunto aberto da reta,
uma vez que tal conjunto é a bola aberta de centro no seu ponto médio (a + b)/2 e raio

r=(b—a)/2.

Figura 3.2 — Representacao do intervalo aberto (a,b) como subconjunto aberto.

Fonte: Autoral

Exemplo 3.8. As semi-retas abertas (—oo,b) e (a,+00) também sao conjuntos abertos
em R. De fato, seja c € (—00,b), logo ¢ < b, evidentemente. Pondo r = b — ¢, temos que
a bola aberta B(c;r) C (—00,b). De forma andloga, repete-se o processo para mostrar que

(a,+00) € aberto.

Observacao 3.3. O resultado do Exemplo 3.5 seque do fato de todo conjunto aberto nao

vazio ser ndo enumerdvel.

Proposicao 3.1. Em qualquer espago métrico M, uma bola aberta B(a;r) é um conjunto

aberto.

Demonstra¢io. Dado x € B(a;r) um ponto interior, temos d(a,z) < r. Consideremos
B(xz;s) tal que s =1 —d(a,z) > 0. Seja y € B(z;s), tem-se que d(y,z) < s =r —d(a,x).
Logo

d(y, a) d(y,z) + d(x,a)

r—d(a,z)+d(z,a)

r

Assim, B(x;s) C B(a;r) e, por conseguinte, y € B(a;r).
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Figura 3.3 — Bolas abertas B(z;s) C B(a;r).

~ -

.
oo

Fonte: Autoral

Corolario 3.1. Para todo X C M,intX ¢é aberto em M.

Demonstragio. Seja a € int X, entdo existe > 0 tal que B(a;r) C X. Pela Proposicao
3.1, B(a;r) é um conjunto aberto, logo para todo = € B(a;r) existe s > 0 de modo que
B(z;s) C Bla;r) e, transitivamente, B(z;s) C X. Segue dai que todo = € B(a;r) é
interior a X, isto é, B(a;r) C int X. Portanto, int X é aberto. |

Observacao 3.4. O interior de um conjunto € o maior aberto contido neste conjunto.
Isto € equivalente a afirmar que se A € aberto e A C X, entdo A C int X. Analisamos
isto, observando que todo ponto a € A € interior a A e, consequentemente, interior a X,

uma vez que A C X.

Observacao 3.5. Para que um ponto a € M seja um conjunto aberto em M é neces-
sdrio e suficiente que a seja um ponto isolado. Com efeito, seja {a} C M um conjunto
aberto, entao int{a} = {a}. Logo, para todo ¢ > 0, tem-se B(a;e) C int{a} = {a}.
Mas por {a} C B(a;e), tem-se B(a;e) = int{a} = {a}. Segue dai que a é um ponto
isolado. Reciprocamente, assumindo que a é um ponto isolado, tem-se para todo € > 0
que B(a;e) = {a}, ou seja, int{a} = {a} e, portanto, {a} é um conjunto aberto. Conse-
quentemente, um espagco métrico é discreto se, e somente se, todos os seus subconjuntos

sao conjuntos abertos.

Observagao 3.6. O espaco métrico M €, naturalmente, aberto em M. Através disso, €
possivel perceber como a propriedade “X € aberto” é relativa, ou seja, depende do espago
M no qual se considera X imerso. A titulo de exemplo, consideremos X = [0,1), temos
que X € um subconjunto aberto de M = [0,1]: basta notar que cada intervalo do tipo
[0,€) com 0 < e <1 € uma bola aberta de centro em 0 no espago métrico M = [0,1]. Em

contrapartida, X = [0,1) ndo é um subconjunto aberto na reta R.
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Exemplo 3.9. O complementar de uma bola fechada Bla;r] em todo espago métrico
M é um conjunto aberto A = M — Bla;r]. Com efeito, seja ¢ € A, logo d(a,c) > r.
Consideremos um raio s > 0 tal que r + s < d(a, c). Pelo Coroldrio 1.1, as bolas fechadas
Bla;r] e Blc;s] sio disjuntas. Como B(c;s) C Ble;s], temos que Bla;r] N B(c;s) = 0.
Isso equivale afirmar que B(c;s) C M — Bla;r]

Proposicao 3.2. Seja U a colegio dos subconjuntos abertos de um espaco métrico M.
Entao:

(1) M esledesl (O espago inteiro e o conjunto vazio sao abertos.)

(2) Se Ay,..., A, € W entdo Ay N---NA, €. (A intersecio de um nimero finito de

conjuntos abertos é um conjunto aberto.)

(3) Se Ay € U para todo X € L entio A = | ) Ay € U. (A reunidgo de uma familia
AL
qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto.)

Demonstracio. (1) Seja a € M, entao existe r > 0 tal que B(a;r) C M, mas por definigao,
B(a;r) C M. Portanto, M é aberto. Além disso, () também é aberto, uma vez que, se

existir B(a;r) C (), estarfamos contrariando a vacuidade do 0.

(2) Consideremos a € A;,...,a € A, ery > 0,...,r, > 0 tal que B(a;r) C

Ay, ..., B(a;r,) C A,. Tomemos r = min{ry,...,r,} de modo que
B(a;r) C B(a;r1),...,B(a;r) C B(a;r,).
Logo B(a;r) C Ay,...,B(a;r) C A,. Assim, B(a;r) C NAy,...,NA, € 4l

(3) Sejam a € | J Ay e Ag € L de modo que a € A,,. Por a ser ponto interior de
AeL
A,,, existe € > 0 tal que B(a;e) C Ay,. Como Ay, C UA,, tem-se

B(a;e) € | Ax
AEL

Portanto, U Ay é um conjunto aberto. ]
AEL

Observagao 3.7. O item (2) da proposi¢io acima pode ndao ser verdadeiro caso consi-
derarmos uma familia infinita de abertos, isto €, a intersecao de uma familia de abertos
pode nao ser um conjunto aberto. Tal é, por exemplo, o caso de um ponto a € M nao
ser aberto em M salvo quando € isolado. Contudo, todo ponto a € interse¢io de uma

familia enumerdvel de abertos, em particular, {a} = ﬂ B (a; ) A waler, se x # a
n
neN

1
entdo d(z,a) > 0, logo existe n € N de modo que d(x,a) > —. Deste modo, v ¢ B(a;1/n)
o que garante que a intersecao de todas as bolas abertas B(a;1/n) € composta somente

pelo ponto {a}.
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Corolario 3.2. Um subconjunto A C M € aberto se, e somente se, € uma reuniao de

boas abertas.

Demonstracao. Se A = UB,\ ¢ uma reuniao de bolas abertas, pela Proposicao 3.1 e do
item (3) da Proposicao 3.2 A é aberto em M. Reciprocamente, se A é aberto entao, para
cada x € A, podemos obter uma bola aberta B, donde x € B, C A. Isso é equivalente

a {z} C B, C A. Tomando reunides, temos A = |J {z} € |J B, C A. Portanto,
€A z€A
A= U B,, o que garante que todo aberto é reuniao de bolas abertas. [ |
€A

Exemplo 3.10 (Abertos num subespaco). Seja X C M. Considerando em X a métrica

induzida por M, os conjuntos abertos no subespaco métrico X sao as intersegoes AN X,

no qual A € aberto em M. Isso se dd em virtude das bolas abertas em X terem a forma

BX(a;7) = B(a;r) N X, onde B(a;r) é uma bola em M. Como os subconjuntos abertos

em X sao, pelo Corolario 3.2, reunioes de bolas abertas em X. Logo, A’ C X € aberto se,

e somente se, A' =| By =|J(BANX) = <UB>\> NX =ANX, no qual A= B, é
A A

A
aberto em M.

Definigao 3.4. Uma topologia num conjunto X € uma cole¢io 7 de partes de X, cha-

mados os abertos da topologia que satisfazem as sequintes propriedades:

(1) 0 e X pertencem a T ;
(2) Se Ay,..., A, € T entao A N---NA, €T,

(3) Dada uma familia arbitraria (Ax)xer com Ax € 7 para cada A € L, tem-se A =
U A, e 7.

AEL

Observagao 3.8. No item (3), € suficiente afirmar que a intersecio de dois abertos é um

aberto.

Definigao 3.5. Um espago topoldgico é um par (X;7) onde X é um conjunto e T €
uma topologia em X. Todo espaco métrico M pode ser considerado, naturalmente, um

espago topologico, onde a cole¢io T € constituida por subconjuntos abertos de M.

Definicao 3.6. Uma topologia 7 em X diz-se metrizavel quando existe uma métrica
em X em relagio a qual os abertos sio elementos de 7. Para que duas métricas, dy
e dy, sobre um conjunto X sejam ditas equivalentes é necessdrio e suficiente que ambas

determinem a mesma topologia em X

Definicao 3.7. Um espaco topologico X ¢é dito de Hausdorff quando, para cada par de
pontos distintos x,y em X, existam abertos U,V tais quex €U ey €Y eUNV = 0.
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Observacao 3.9. A Proposicio 1.2 garante que todo espaco topoldgico metrizdvel é um
espaco de Hausdorff. A topologia discreta é um exemplo de espaco de Hausdorff, no qual
todas as partes de X sdo conjuntos abertos. Com efeito, nenhuma topologia sobre X pode
conter mais subconjuntos abertos do que esta. Outro exemplo de espaco de Hausdorff é a

topologia cadtica (ou trivial), onde somente ) e X sdo tomados como conjuntos abertos.

3.2 CONJUNTOS FECHADOS

Definicao 3.8. Seja M um espago métrico. Um ponto a € M € dito aderente a um
subconjunto X C M quando d(a, X) = 0. Isso equivale afirmar que existem pontos de X
arbitrariamente proximos de a, isto €, para cada € > 0, podemos encontrar x € X tal que

d(a,z) < e.

Outras formas de indicar que a € M é um ponto aderente a X C M sao:

(1) para todo € > 0, tem-se B(a;e) N X # 0;
(2) para todo aberto A contendo o ponto a, tem-se AN X #();
(3) toda vizinhanga de a tem pontos em comum com X.

Observagao 3.10. Outra maneira muito elegante de caracterizarmos ponto aderente a
um subconjunto X C M € quando a € M for limite de um sequéncia de pontos x, € X,
porém, por ndo termos determinado até o momento limites de sequéncias em espacos

métricos nos ateremos apenas aos conceitos postos na Defini¢cio 3.8.

Exemplo 3.11. Todo ponto a € X € aderente a X. Além disso, os pontos da fronteira
0X também sdio aderentes a X. A titulo de exemplo, se X =1[0,1) na reta R, entao 1 é

aderente a X.

Definicao 3.9. O fecho de um conjunto X num espaco métrico M é o conjunto X dos
pontos de M que sdo aderentes a X. Nesse caso, afirmar que a € X equivale dizer que o

ponto a é aderente a X em M.

Observagao 3.11. A fim de que a ¢ X ¢é necessdrio e suficiente que exista uma bola
aberta de centro a que nao contenha nenhum ponto de X. Pela decomposicao do espaco
inteiro, temos M = (int X) U 0X Uint (M — X) uma reuniao disjunta, decorre dai que
X = (int X) UOX e, por consequéncia, M — X = int (M — X). Portanto, a ¢ X < a €
int(M — X).

Definicao 3.10. Um subconjunto X C M é considerado denso em M quando X = M,
isto €, quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X, ou ainda, para cada
aberto nao vazio A C M, tem-se AN X # 0.
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Exemplo 3.12. O conjunto Q dos nimeros racionais ¢ denso em R. Além disso, o
conjunto R — Q dos numeros irracionais também o é. Decorre disso que todo intervalo

aberto da reta contém niumeros racionais e nimeros 1rracionais.

Proposicao 3.3. Para todo ponto a € M e todo subconjunto nao vazio X num espago
métrico M, tem-se d(a, X) = d(a, X).

Demonstragio. Por X C X, temos d(a, X) < d(a, X). Suponhamos, por contradigao, que
d(a,X) < d(a, X). Sendo assim, seja ¢ € R tal que d(a, X) < ¢ < d(a, X). Dai, segue que
¢ é uma das cotas inferiores de d(a, X ), mas nio é de d(a, X). Logo, existe Z € X tal que

d(a,T) < ¢. Tomemos € = ¢ — d(a,T) > 0. Desse modo, existe z € X tal que

d(z,7) < e = d(z,T) < ¢ —d(a,T).

Pela desigualdade triangular, segue que

d(a,z) < d(a,7)+d(x,T)
< d(a,z)+c—d(a,T)

= C

Isso implica que d(a, X) < ¢, mas se assim for, hd contradicao da hipdtese, logo
d(a,X) = d(a, X). |

Corolario 3.3. Para todo subconjunto X C M, tem-se X=X.

Demonstracao. Seja a € ?, pela Proposicao 3.3, tem-se d(a,?) = d(a,X) = 0. Mas
d(a, X) = 0 é equivalente a afirmar que d(a, X) = 0, uma vez que d(a, X) = d(a, X) = 0.
Logo, para todo € > 0, existe x € X tal que d(a,z) < . Assim, a € X e portanto
X=X. u

Definicao 3.11. Um subconjunto F' de um espago métrico M diz-se fechado quando o

seu complementar, M — F ¢ aberto.

Observacao 3.12. A fim de que X seja um subconjunto fechado de M, é necessdrio e
suficiente que, para cada ponto x € M — X exista um aberto U, com x € U, C M — X,
isto €, v € U, e U, N X = (. Isso equivale afirmar que M — X = U Ug,xre M—-X
¢ uma reunidao de abertos. Logo, pela Proposicao 3.2, M — X é um conjunto aberto. A

proposicao sequinte relaciona conjuntos fechados com o fecho.

Proposicao 3.4. Dado F C M, a fim de que F = F ¢é necessdrio e suficiente que M — F
seja aberto. De outro modo: um conjunto € fechado se, e somente se, contém todos os

seus pontos aderentes.

47



Demonstracao. Se F' é um conjunto fechado, entao todo ponto aderente a F' pertence a F'.
Desse modo, dado a € M — F, segue que a por nao pertencer a F', ndo é ponto aderente
de tal conjunto. Assim, se a € M — F', entdo para todo € > 0, tem-se B(a;e) C M — F,
donde B(a;e) N F = (). Segue dai que todo ponto a € M — F é ponto interior a M — F e,
portanto, M — F' ¢é aberto.

Reciprocamente, se assumirmos que M — F' é aberto, entao todo ponto a é ponto
interior de M — F. Isto equivale afirmarmos que para todo € > 0, temos B(a;e) C
M — F. Disso, tem-se B(a;e) ¢ F, ou seja, B(a;e) N F = (). Portanto, F' é um conjunto
fechado. |

Corolario 3.4. Para todo X C M, seu fecho X é um subconjunto fechado.

Demonstracio. Pela definicao de fecho, temos que todos os pontos de X sao aderentes.

Logo, segue da proposicao 3.4 que X ¢é fechado. [ ]

Observacao 3.13. Observemos, a principio, que fechado nao é sinonimo de ndo aberto.
Em tal caso, dependendo do espago métrico M, podemos ter subconjuntos que ndao sao
abertos e nem fechados e subconjuntos que sao ambas as coisas. Como jd foi visto, na
reta R o conjunto dos racionais Q ndo € aberto e, além disso, também nao é fechado, pois
como existem nimeros racionais em qualquer intervalo (a —e,a+¢), tomando a € R — Q,
temos que (a—e,a+¢) ¢ R — Q. Seque dai que R — Q nao é aberto e, consequentemente,
Q nao ¢ fechado.

Exemplo 3.13. O conjunto X =R — {0} dos nimeros reais diferentes de zero, munido
com a métrica usual da reta, é um espago desconexo pois X = (—o0,0) U (0,400) pode
ser escrito como a reuniao de dois intervalos abertos em X. Em contrapartida, cada um
destes intervalos também é fechado, uma vez que o outro € aberto, por ser o complementar
em X.

Observagao 3.14. Afirmar que X C M ndo € fechado é o mesmo que admitir a existéncia
de algum ponto a ¢ X, no qual d(a, X) = 0. Em outras palavras, para qualquer € > 0,
temos B(a,e) N X # (). Nessas condigoes, este ponto pertence a fronteira de X. Desse
modo, X ¢ fechado se, e somente se, X D 0X.

Exemplo 3.14. Toda bola fechada Bla;r] de um espago métrico M é um subconjunto

fechado deste espago, pois seu complementar M — Bla;r] é aberto.

Exemplo 3.15. A fronteira 0X de qualquer subconjunto X C M ¢é um subconjunto
fechado de M, uma vez que pela decomposicdo do espago inteiro, temos que 0X € o
complementar do aberto (int X) Uint (M — X)
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Exemplo 3.16. Todo subconjunto finito F' = {ay,...,a,} C M € fechado em M. Em
razao disso, se a ¢ F entdo d(a,F) é o menor dos nimeros d(a,a,),...,d(a,a,), logo

d(a, F) > 0. Especialmente, todo ponto a € M é um subconjunto fechado de M.

Proposicgao 3.5. Os subconjuntos fechados de um espago métrico M gozam das sequintes

propriedades:

(1) o conjunto vazio O e o espago inteiro M sao fechados;

(2) a intersecio F = ()| Fx de uma familia qualquer (F))xer (finita ou infinita) de
AeL
subconjuntos fechados F\ C M ¢é um subconjunto fechado de M
(3) a reuniaco F = Fy U --- U F, de um namero finito de subconjuntos fechados

Fy,...,F, C M é um subconjunto fechado de M.
Demonstracao. Pela Proposicao 3.2, temos:

(1) M e () sdo complementares dos conjuntos abertos () e M, respectivamente, logo sao

fechados.

(2) Seja Ay = M — F). Cada A, é aberto em M, logo, A = UA,\ é também aberto.
Como F =(F\ =M —A,) =M —[JA\ =M — A. Segue daf que F é fechado.

(3) Novamente, os conjuntos A; = M — Fy,..., A, = M — F, sdo abertos. Logo,
AiN---NA, éabertoe FiU---UF,, = (M —A))U---UM—-A,) = M—(NA;---NA,)

¢é fechado.

Exemplo 3.17. A reuniao de uma familia infinita de fechados pode ndao ser um conjunto

fechado. Desse modo, todo conjunto é reunido de seus pontos que sao conjuntos fechados.

Exemplo 3.18. O conjunto 6o(M; N) das aplicagoes continuas limitadas f : M — N é
um subconjunto fechado do espago (M ; N) das fungoes limitadas f : M — N. Além do
mais, dada qualquer f : M — N, o conjunto €y(M; N) das fungées continuas de M em N
que estao a uma distancia finita de f € um subconjunto fechado do espago By(M;N). Se
fizarmos um ponto a € M, também € fechado em B¢(M;N) o conjunto F, formado pelas

aplicagoes g : M — N que estao a uma distancia finita de f e sdo continuas no ponto a.

Observagao 3.15. O conceito de fecho e conjunto fechado sdo relativos e dependem do
espago que consideramos. tal é o caso do subconjunto X = (1/2,1) do espago M = |0, 1),
donde o fecho de X em M ¢ X = [1/2,1) enquanto que o fecho de X em R é X' = [1/2,1].
Por essa razdio, [1/2,1) é fechado em M, mas nao € fechado em R. A relagio entre o

fecho num subespaco e o fecho no espaco inteiro € dado pela prérima proposicao.
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Proposicao 3.6. Seja S um subespaco do espago métrico M. Dado um subconjunto
X c S, indiguemos com X o fecho de X em S e com X o fecho de X em M. Entio X
=XnNnS

Demonstragio. Se a € S, a distdncia d(a, X) = inf{d(a,z);x € X} é a mesma, quer

consideremos X como subconjunto de S, quer de M. Logo

X={a€S;da,X)=0}={ae M;d(a,X)=0}NS=XNS.

Proposicdo 3.7. Se S ¢ fechado em M, entio, para todo X C S, tem-se X = X.

Demonstragio. X C S =X C S (pois S=5)=XNS =X |

Corolario 3.5. Os subconjuntos fechados do subespago S sao as intersecoes F'N S, dos

fechados F© C M com o subespaco S.

Demonstragio. Seja X C S, temos X=X & X =XNS< X =FNS,comF=X. A

Definicao 3.12. Sejam M um espaco métrico e um subconjunto X C M. Um ponto
a € M ¢é dito ponto de acumulacao de X quando toda bola de centro a contém algum

ponto de X, distinto do ponto a. Isto €

(B(a;e) —{a}) N X #£0,Ve > 0.

Chamamos de derivado e denotamos por X' o conjunto de todos os pontos de

acumulagdo de X em M.

Observacgio 3.16. E evidente que se toda bola de centro a contém uma infinidade de
pontos de X, entdo algum deles é diferente de a, logo a € X'. Reciprocamente, se a € X',
entdo toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X. De fato, dada uma
bola B(a;¢), existe x1 # a tal que v1 € X N B(a;e). Tomando e1 = d(a,x1), existe xo # a
tal que x9 € X N B(a;e1). Seja ea = d(a, ), temos 0 < ry < r1. Eziste x3 # a, de modo
que x3 € X N B(a;eq2). Repetindo esse processo indefinidamente, obtemos uma infinidade

de pontos x1, Ty, ... pertencentes a X e contidos na bola B(a;¢).
Observacao 3.17. Para todo subconjunto finito F C M, tem-se F' = (.

Exemplo 3.19. Se X ¢ o intervalo aberto (0,1) da reta R, entao X' € o intervalo fechado
(0,1]. Em tal situagio, X = X'. Se P = {1,1/2,1/3,...} C R, entio P' = {0}. O
derivado Z' do conjunto dos nimeros inteiros Z C R consiste no vazio (), ou seja, Z

nao possui pontos de acumulacao. Por fim, no conjunto Q C R dos nimeros racionais,

Q =R.
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3.3 CONJUNTOS CONEXOS

Definicao 3.13. Uma cisdo de um espagco métrico M é uma decomposicao M = AUB de
M como reunido de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B. M =AUB e ANB =10
equivalem afirmar que A = M — B e B = M — A. Consequentemente, numa cisao
M = AU B, os conjuntos A, B sdo abertos e fechados em M.

Observacao 3.18. Foi visto, na Observacao 3.13, que um subconjunto X de um espaco
métrico M pode ser conjuntamente aberto e fechado em M. O préprio espago M e o

conjunto vazio ) sempre o sio. Em tal caso, chamamos a cisio M = M U de trivial.

Definicao 3.14. Um espaco métrico M diz-se conexo quando a unica cisao possivel em
M ¢ a trivial. Um subconjunto X de um espaco métrico M é um subconjunto conexo

quando, com a métrica induzida de M, X C M é um subespago conexo.

Observacao 3.19. Intuitivamente, um espaco conexo ¢ constituido de "uma so parte’.
Um espago discreto com mais de wm ponto, por exemplo, é desconexo (ou seja, quando
nao é conexo), logo, todo subconjunto X C M constitui uma cisio M = X U (M — A). O
conjunto R—{0} dos nimeros reais diferentes de zero, munido com a métrica usual da reta,
¢ um espago desconexo pois, pelo Exemplo 3.13, o subconjunto X = (—o00,0) C R—{0} ¢
aberto e fechado em R — {0}.

Observacao 3.20. Para um espago métrico M ser conexo é mecessdrio e suficiente que
nao seja a reuniao de dois subconjuntos abertos, disjuntos e nao vazios. Notemos ainda
que um subconjunto X C M ¢é aberto se, e somente se, nao contém nenhum ponto de sua
fronteira e é fechado se, e somente se, contém todos os pontos da sua fronteira. Resulta

disso que X € simultaneamente aberto e fechado se, e somente se, sua fronteira é vazia.

Proposicao 3.8. As sequintes afirmacoes a respeito de um espago métrico M sao equi-

valentes:

(1) M é conexo;
(2) M e sao os tnicos subconjuntos de M ao mesmo tempo abertos e fechados;

(3) Se X C M tem fronteira vazia, entao X = M ou X = (.

Demonstragao.

(1) = (2) Seja M conexo. Se existir A C M, A # M e A # () com A aberto e fechado,

entdo M = AU (M\A) é uma cisdo nao trivial de M, o que é um absurdo.

(2) = (1) Se M nao fosse conexo, existiria uma cisdo nao trivial M = AU B de M. Assim,

A e B seriam abertos e fechados simultaneamente, o que é uma contradicao.
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(2) = (3) Suponha que exista A C M, A # (0 e A# M tal que 0A = (). Entao:

e AN A =10, o que implica que A é aberto;

e 0A C A, o que implica que A é fechado, mas isso é uma contradicao.

(3) = (2) seja A C M aberto e fechado em M. Como A é aberto, entdo 0AN A = (.
Como A também é fechado, entao 0A C A. Logo A = () e, por hipétese, A = M ou
A=10. |

Proposicao 3.9. A imagem de um conjunto conexo por uma aplicacio continua é um

conjunto conero.

Demonstracao. Seja f: X — Y uma aplicacao continua e X um conjunto conexo. Como
f:X — f(X)CY éainda uma func¢do continua, é suficiente considerar o caso em que f

¢é sobrejetiva.

Seja entao f : X — Y uma aplicacao continua e sobrejetiva e consideremos Y =
AU B uma cisio de Y. Entdao f~1(A) e f~!(B) sdo abertos e disjuntos. Logo, por f ser
sobrejetiva, tem-se que X = f~1(A)U f~1(B) é uma cisao e, por X ser conexo, esta cisao
tem que que ser a trivial, ou seja, f~1(A) = 0 ou f~1(B) = 0, implicando que A = () ou
B = 0, uma vez que f é sobrejetiva. Assim, Y s6 admite a cisao trivial e é, portanto,

conexo. [ |

Corolario 3.6. Se M ¢ conexo e N é homeomorfo a M, entao N também € conezxo.

Demonstracao. Se N é homeomorfo M, entao existe uma aplicagao continua e sobrejetiva

f: N — M. Segue dai que, por M ser conexo, N também o é. |
Exemplo 3.20. Todo intervalo aberto da reta é conexo, pois é homeomorfo a R.

Proposicao 3.10. O fecho de um conjunto conexo é conexo.

Demonstragio. Por defini¢do, temos que X C X. Seja entdo X = AU B uma cisao do
espaco métrico X. Segue dai que X = (ANX)U(BNX) é uma cisao de X (pois ANX e
BN X sao abertos em X). Como X é conexo, segue que ANX =0 ou BNX = (. Assim,
como X ¢ denso em X, tem-se que A = () ou B = (), haja vista que todo aberto nao vazio

de X intercepta X. Assim, X s6 admite a cisdo trivial e é, portanto, conexo. [ |

Proposicao 3.11. Se X CY C X e X € conexo, entio Y € conexo.

Demonstragio. Considerando X como subespaco de Y e de X, temos que o fecho de X
relativamente a Y é XY = X NY =Y. Como pela proposicio anterior X é denso em Y,

entao Y é conexo. [}

52



Proposicao 3.12. Seja (X)\)rer uma familia arbitrdria de conjuntos conexos num espago
métrico M. Se todo X, contém o mesmo ponto a € M, entdo a reunido X = U X, €

AEL
conexa.

Demonstragdo. Seja X = AN B uma cisao tal que o ponto a € M pertence somente a
um dos conjuntos, A ou B. Digamos que a € A. Para todo A € L, AN X, e BN X, sao
abertos em X, logo X, = (AN X,)U (BN X,) éuma cisdo de X,. Por X, ser conexo,
tem-se que AN Xy, =0 ou BN X, = (. Mas, por hipdtese, todos os X, contém o mesmo
ponto a € M, entao A=ANX, #0e B=BNX, =0. Portanto, X é conexo. [ |

Corolario 3.7. A fim de que o espago métrico M seja conexo, € necessario e suficiente

que dois pontos quaisquer a,b € M estejam contidos em algum conexo X, C M.

Demonstracao. Se M for conexo, é suficiente tomar M = X, para quaisquer a,b € M.
Reciprocamente, para todo a,b € M, suponhamos que exista um conexo X,, C M tal

que a,b € X,. Note que para todo a € M arbitrario, porém fixo, M = U X Pela
beM
proposicao anterior, como X, ¢ um conexo e todos os X, contém o mesmo ponto a € M.

Segue dai que, para todo b € M, M é conexo. [ |

Proposicao 3.13. Todo intervalo da reta é um subconjunto conexo se, e somente se, todo

subconjunto conexo for um intervalo em R.

Demonstra¢io. Consideremos um intervalo I de extremos a = —oc e b = 400. Seja A C 1
um subconjunto aberto e fechado em I. A principio, tomemos A # () e mostremos que
isso resulta A = I. De fato, por A ser aberto em I, existe ¢ € A, interior ao intervalo I.
Seja b/ = sup {t € I;[c,t) C A}. Decorre dai que ¢ < . Se x € [¢, V'), entdo pela defini¢ao
de supremo, existe t € I com = < t e [c,t) C A, tal que x € A. Além disso, garantimos
que b’ = b, pois caso contrario, b’ < bonde b’ € I e, como A é fechado em I, temos b’ € A,
ou seja, [¢,b'] C A. Mas como A é aberto em I, existe € > 0 tal que [¢,l +¢) C A o que
contraria a definigdo de b'. Assim, b’ = b e [¢,b') C A. De modo anédlogo, prova-se que
(a,c] C A e, portanto, (a,b) C A. Por A ser fechado em I, o fecho de (a,b) relativamente

a I esta contido em A, mas tal fecho é I. Logo, A = I.

Reciprocamente, dado um subconjunto A C R que nao é um intervalo, entao existe
nimeros reais a,b € A, ¢ ¢ A, tais que a < ¢ < b. Decorre dai que B = (—oo0,c)N A e
C = (¢, 4+00) N A sdo abertos, disjuntos e nao vazios em A, donde A = BUC, mas ¢ ¢ A.

Logo, A é desconexo. |

Observacao 3.21. Resulta da Proposicao 3.13 que todo conjunto de nimeros racionais
contendo mais de um ponto € desconexo. Analogamente, todo conjunto de nimeros irra-

cionais com mais de um elemento € desconexo.
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Corolario 3.8. A reta R é um espaco conexo.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que exista uma cisdo nao trivial R = AU B.
Tomemos a € A e b € B; digamos que a < b. Seja X = {z € A;x < b}. Temos que X
é nao vazio, uma vez que a € X. Além disso, b é uma cota superior de X. Logo, existe
¢ = supX. Segue dai que ¢ < b. Pela definicao de supremo, dado £ > 0 arbitrariamente,
existe z € X (e portanto z € A) tal que c—e < z < ¢. Logo ¢ € A, mas como A ¢é fechado,
temos que ¢ € A. Assim, tem-se que ¢ # b, pois b € B. Por A também ser aberto, existe
e>0ondec+e<be(c—e,c+e) C A Logo, todos os pontos do intervalo (¢, c+ €)
pertencem a X o que contradiz a definicao de c¢. Assim, a tnica cisdo possivel em R é a

trivial e, portanto, R é conexo. |

Corolario 3.9. Seja M um espago métrico conexo e f : M — R wma aplicacio real

continua, entao f(M) é um intervalo.

Demonstragio. Segue da Proposicao 3.9 que a imagem f(M) é um subconjunto conexo

da reta. Logo, pela Proposigao 3.13, f(M) é um intervalo. |

Observacao 3.22. Como resultado do Corolario 3.9, uma funcao f real e continua, defi-
nida num intervalo que assume dois valores f(a) e f(b), assume também todos os valores

compreendidos entre a e b. Mais formalmente:

Coroléario 3.10 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R continua. Se
f(a) < d < f(b) entdo eziste c € (a,b) tal que f(c) =d

Demonstragio. Como a imagem de fla,b]) é um intervalo que contém os pontos f(a) e
f(b), logo contém o ponto intermediario d. Assim, existe ¢ € [a.b] tal que f(c) = d.
Portanto, como f(a) < f(c) < f(b) exclui a possibilidade de ¢ = a ou ¢ = b, temos que
c € (a,b)

Proposicao 3.14 (Teorema da Alfandega). Sejam C, X subconjuntos de um espago mé-
trico M. Se C é conexo e tem pontos em comum com X e com M — X, entao algum

ponto de C' pertence a fronteira de X.
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Figura 3.4 — Representacao do Teorema da Alfandega

M

Fonte: Autoral

Demonstragio. Por hipétese, CNX # Qe CN (M — X) # () implica que o subconjunto
C N X nao é vazio, muito menos é completamente o espago C'. Nesse caso, existe algum
ponto ¢ € 9(C N X) que também pertence ao subespago C. Agora, mostremos que
¢ € O(M — X) no subespago X. De fato, para todo € > 0 existem p € CN X C X, onde
die,p)<eeqeC—-CNX=C—-XCM-—X,onde d(c,t) < e. |

Observagao 3.23. O Teorema da Alfandega generaliza o Teorema do Valor Intermedidrio.
FEste dltimo resultado pode ser obtido como coroldrio da Proposi¢ao 3.14: dada f : [a,b] —
R continua com f(a) < d < f(b), tomamos C = [a,b] e X = {x € [a,b]; f(x) < d}. A
partir da proposicio 3.14, obtemos um ponto ¢ € 0X. Nesse caso, tem-se necessariamente

que f(c) =d.

3.4 LIMITES

3.4.1 Limites de sequéncias

Definigao 3.15. Uma sequéncia (ou uma sucessio) num conjunto M é uma aplicag¢do
x: N — M onde, a cada elementon € N, a sequéncia faz corresponder um elemento de M,
que denotaremos por x, e chamar-se-d o n-ésimo termo (ou termo de ordem n) da sequén-
cia. A propria sequéncia € indicada com as notagoes (T,)nen, (Tn) 0u (T1,To, ... Ty, . ..).
Por sua vez, usaremos as notagoes {xy,xa, T3, ..., Tn,... t,{xn;n € N} ou x(N) para de-

notar o conjunto dos valores, ou o conjunto dos termos da sequéncia.

Observacao 3.24. Retomemos a Observacdo 3.10, onde estipulamos a convergéncia de
sequéncias para pontos aderentes de um subconjunto X C M. Seque da Definigcio 3.15
que todos os pontos do conjunto de valores de uma sequéncia sao pontos aderentes. Com
efeito, suponhamos que exista um ponto x € {x,;n € N} que nao é um ponto aderente

desse conjunto. Isso significa que existe uma vizinhanga de x que ndao possui pontos
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em comum com {xp;n € N}. No entanto, se assim for, ocorre uma contradicio com a
definicao de sequéncia, pois a aplicacio x : N — M, atribui um termo a sequéncia a
cada niumero natural. Assim, para qualquer vizinhanca de x, sempre haverd um termo da
sequéncia pertencente a esta. Contudo, veremos adiante que os casos mais interessantes
que englobam este resultado ocorrem devido a reciproca ndo ser verdadeira, isto é, nem

todo ponto aderente a {x,;n € N} pertence a {x,;n € N}.

Observacgao 3.25. E importante distinguir a sequéncia (xn) que é uma fungao do seu
conjunto de valores {x1,xa,..., %y, ...}, pois poderd ocorrer que x, = T, enquanto que
m # n. Por exemplo, se definirmos z : N — R pondo z, = (—1)", entdo obtemos a
sequéncia (—1,1,—1,1,...), cujo conjunto de termos é {—1,1}. Observa-se entio que
entre os termos da sequéncia é possivel ocorrer repeticoes de tal modo que o conjunto de
valores pode até ser finito, como ocorre com o exemplo dado, ou até no caso extremo de
uma sequéncia constante, x, = a, para n € N. Em tal situacao, o conjunto de termos

reduz-se ao unico elemento {a}.

Definicao 3.16. Quando a aplicacio x : N — M for injetiva, isto é, quando m # n =

Ty # Ty, diremos que (x,) € uma sequéncia de termos distintos.

Exemplo 3.21. Fizemos a € R e, para cada n € N, ponhamos
T, = €™ = (cos(na), sen(na)).
Através disso, adquirimos uma sequéncia (x,) no plano R? ou, em particular, no

circulo S*. Esta sequéncia tem repeticoes se, e somente se, a é um multiplo racional de

27, isto é, a = 2mwp/q, com p,q € Z. De fato,
21 - k

eima:eina; m#nﬁei(mfn)a:1<:>(m_n)a:2kﬂ.<:>a: )
m—n

Definigao 3.17. Uma subsequéncia da sequéncia (x,) em M € uma restri¢io da aplicag¢do
n — x, a um subconjunto infinito N' = {n; <ny <---<ny <...} do conjunto N =

{1,2,...,n,... }. Representa-se uma subsequéncia pelas notagoes (Tp,, Tnyy- -y Tnys--- ),

(Tn)news (Tn, )ken, ou simplesmente, (x,, ).

Observacgao 3.26. De maneira formal, uma subsequéncia (T,)nen ndGo € uma sequéncia
em M, pois esta definida apenas num subconjunto dos niumeros naturais. FEntretanto,

(@n,) pode ser considerada, naturalmente, como uma aplicag¢do
1 = 20,2 = Tpy,y oo k= 2y, ..

e, consequentemente, como uma sequéncia em M. A prépria notagio (xn, )ken jd a exibe
como sequéncia. Por exemplo, a sequéncia (3,16,64,...,4% ...) é uma subsequéncia de

(2,4,8,16,...,2", ...), onde N' é o conjunto dos nimeros pares.
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Defini¢ao 3.18. Uma sequéncia (x,) no espago métrico M € dita limitada quando o
conjunto de seus valores x, for um conjunto limitado em M, isto €, quando eziste ¢ > 0

tal que d(zy,,x,) < ¢ para quaisquer m,n € N.
Observacao 3.27. Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada € também limitada.

Exemplo 3.22. Uma sequéncia constante x,, = a, para todo n € N ou, mais geralmente,
uma sequéncia que assume apenas um numero finito de valores, € evidentemente limitada.
Se a € R, com |a| > 1, a sequéncia de nimeros reais x, = a™ nao é limitada, em razao
da desigualdade de Bernoulli: (14b") > 1+4+n-b, se b > —1. No entanto, quando |a| < 1,

a sequéncia dos numeros x, = a” é limitada, pois |x,| < 1, para todo n € N.

Definicao 3.19. Num espago métrico M, um ponto a € M ¢é dito limite da sequéncia
() quando, para todo € > 0 arbitrdrio, for possivel obter ng € N tal que n > ngy implique
d(x,,a) < e. Denotamos entio a = limx,, a = liTan Ty OU Q4 = ggg} Tp. Além disso, quando
a € limite da sequéncia (x,) diz-se também que x, tende para a ou que x, converge para

a e escreve-se ainda T, — a.

Observacao 3.28. Uma sequéncia que possui limite chama-se convergente, enquanto uma

que nao possui diz-se divergente.

Observagao 3.29. Afirmar que limz, = a € M equivale a dizer que toda bola B centrada
em a (e portanto, todo aberto A contendo a ou toda vizinhanga de a) contém x, para

todo n € N, exceto para uma quantidade finita deles (que sdo no mdximo os pontos

l’l,wg,...,l‘no).

Exemplo 3.23. Toda sequéncia constante, x,, = a é convergente e limz, = a. Sea € M
for um ponto isolado e limx, = a, entdo existe ny € N tal que todos os termos x,, com
indice maior que ng sao iguais ao ponto a. De fato, dado € > 0 tal que exista em M ponto
algum que diste menos de € do ponto a. Como limx, = a, existe ng € N correspondente
a € tal que

n>ng = d(z,,a) <e=z,=a.

Em particular, num espago métrico discreto, para uma sequéncia (x,) ser conver-
gente € necessdrio e suficiente que seja constante a partir de um certo indice, isto é, existe

no € N tal que Tpyi1 = Tpgyo =+ .

Exemplo 3.24. Se o espaco métrico M possui pelo menos dois pontos distintos a,b € M,
existem em M sequéncias que nao possuem limite. Com efeito, é suficiente considerar a
sequéncia definida por x, = a quando n for impar e x, = b se n for par. Seque dai que
nenhum ponto x € M pode ser limite da sequéncia (x,,), pois tomando-se € igual ao menor
dos nimeros d(x,a) e d(x,b) temos € > 0. Entretanto, € nao corresponderd a nenhum

no € N que satisfaga d(x,,x) < € para todo n > ny.
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Observacao 3.30. Para melhor compreender os fatos relativos a defini¢do de limite,
¢ necessdrio desassociar as sequintes afirmagoes a respeito de uma sequéncia (T,) num

conjunto X.

(a) Afirmaremos que X contém niumeros suficientemente grandes quando, para todo
ng € N, consequirmos encontrar n € X tal que n > ng. Em outras palavras, é equi-
valente a dizer que X é um subconjunto ilimitado de N ou que X é um subconjunto
infinito de N.

(b) Um conjunto X C N conterd todos os nimeros naturais arbitrariamente grandes
quando existir ng € N tal que n > ng = n € X. Em tal caso, o complementar

N — X ¢ finito e, consequentemente, X € infinito.

Exemplo 3.25. O conjunto dos nimeros naturais pares P = {2,4,6,...,2n,...} é infi-
nito. Em particular, existem niumeros naturais arbitrariamente grandes que ndo sao pares.
Isto é, tanto P como o seu complementar, o conjunto dos nimeros naturais impares N — P

sao infinitos.

Exemplo 3.26. Seja X o conjunto dos miimeros n tais que n® — 14n + 40 > 0. Entdo
X =1{1,2,3,11,12,13,... }. Seque dai que para todo n > 10 = n € X. Logo X contém
todos os numeros naturais suficientemente grandes. Em tal caso, "suficientemente grande”
¢ equivalente a “maior que 10”. O complementar de X ¢é o conjunto finito N — X =
{4,5,6,7,8,9,10}.

Observagao 3.31. Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico M. Dizer que limz, =
a € M significa que, dada qualquer bola B centrada em a, tem-se x, € B para todo n
arbitrariamente grande. No Exemplo 3.24, dada qualquer bola aberta B(a;e), tem-se que
Tn € B para valores suficientemente grandes de n, no entanto, ndo € vdlido para todo n

suficientemente grande.

Exemplo 3.27. A sequéncia (1/n)nen € convergente na reta R. Com efeito, dado € > 0

arbitrdrio, tomamos ny > 1/e. Obtemos entdo:

1 1
n>n0:>0<<8:>‘—0'<5.
n n

Observacao 3.32. Segue do Exemplo 3.27 que o tdnico valor de aderéncia de (1/n)nen
¢ 0 = lim —, porém, todos os pontos da sequéncia, por pertencerem a {1/n;n € N} sdo
n

pontos aderentes. Este resultado generaliza o contra-exemplo da Observacao 3.24.

Proposicao 3.15. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo. Seja a = lim x,, num espaco métrico M. Por defini¢ao, para todo € > 0,

a saber, para € = 1 obtemos ng € N tal que n > ng = z,, € B(a; 1).
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Seja k = max {1,d(z a)}, para todo n € N, com n < ng. Temos entao,

n>ng= d(z,,a) <1<K.

Por outro lado, se n < ng = d(x,,a) < K. Em todos os casos, tem-se

(xn) C B(ajk) C Bla; k+1).

Portanto, (z,) é limitada. |

Observacao 3.33. A reciproca da Proposicao 3.15 € falsa, pois dada a sequéncia de

n

numeros reais x, = (—1)", temos que (z,) € limitada, no entanto, nao é convergente.

Por outro lado, dado a € R, com |a| > 1, a sequéncia definida por z, = a™ nao converge

porque nao € limitada.

Proposi¢ao 3.16 (Unicidade do limite). Uma sequéncia ndao pode convergir para dois

limites distintos.

Demonstracio. Seja (r,) uma sequéncia do espago métrico M tal que a = limx, e b =
limz,,. Por definigdo, para todo ¢ > 0 existe n; € N tal que d(x,,a) < £/2 para todo
n > ny. De modo anélogo, obtemos ny € N tal que d(x,,b) < /2 para qualquer n > ns.

Tomando n = max {ny,ny}, tem-se pela desigualdade triangular que

d(a,b) < d(p,a) + d(zn, b) = d(a,b) < % + g = 0 < d(a,b) < e

Suponhamos que a # b, logo g = d(a,b) > 0. Como a defini¢ao é vélida para todo
e > 0, tomemos € = g. Assim, obtemos ng € N tal que d(a,b) < g para qualquer n > ny.

Mas isso contradiz a definigdo de g = d(a,b). Portanto, a = b. |

Proposicao 3.17. Se limx,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstragio. Seja (x,,) uma subsequéncia de (x,). Como limz, = a € M, dado

qualquer £ > 0 arbitrario, existe ng € N tal que n > nyg = d(z,,a) < ¢.

Seja N = {n; <ng <--- <ny <---} um subconjunto préprio de N e dominio
de (x,,). Como N ¢ infinito e, portanto, ilimitado superiormente, existe ky € N tal que

Nk, > No. Assim,

k> ko= ng>ng >ng=n>ng ... d(x,,a)<e.

Portanto, lim z,, = a. ]

Corolario 3.11. Se limx,, = a entdo, para todo p € N, tem-se li7rln Tpyp = Q.
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Demonstracao. Se limx,, = a € M entao, dado arbitrariamente € > 0, tem-se ng € N tal

que n > ng = d(z,,a) <.

Seja N ={n+1<n+2<---<n+p<---} um subconjunto préprio de N e
dominio de (z,4,). Pela proposicao anterior, (Z,1p) = (Tnt1, Tnt2,- - Tntp,-..) € UMa

subsequéncia de (z,,). |

Corolario 3.12. Selimx, = a # b entdo existe ng € N tal que n > ng = x,, # b.

Demonstrag¢do. Suponhamos que z, = b, para todo n € N, entdo existe N' =
{n1 <mng <---<x, <---} um subconjunto proprio de N e dominio da subsequéncia

(2, ) cujo limite limz,, = b # a = limz,,. Absurdo.

Exemplo 3.28. Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias que convergem para
limites distintos, entdo ela é divergente. De fato, pela Proposicio 3.17, se limx, = a,
entdo toda subsequéncia (z,,) C (x,) convergird para o ponto a. Logo, pela Proposicio

3.16 nenhuma subsequéncia possuiria um limite b # a.

Proposicao 3.18. Um ponto a, num espaco métrico M, € limite de uma subsequéncia
de (x,) se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices

arbitrariamente grandes.

Demonstragio. Se uma subsequéncia (z,,) converge para o ponto a € M entdo, para
todo € > 0 arbitrario, obtemos ky € N tal que k > ko = z,, € B(a;¢). Decorre dai que
toda bola aberta B(a;¢e) centrada em a e raio € > 0 contém termos de z, com indices

arbitrariamente grandes. a saber, todos n; com k > k.

Reciprocamente, supondo que toda bola aberta B(a;¢) de centro a e raio € contém
termos de x,, com indices arbitrariamente grandes, a saber, n, para todo k > ky. Conside-
remos a bola aberta B(a; 1) que contém um termo z,,, a bola B(a; 1/2) contém o termo x,,
com indice no, > n;. Repetindo esse processo sucessivamente, para todo k € N, obtemos
Tn, € B(a;1/k) com ng > ng_q > ng_o > -+ > ng > ny. Disso, adquirimos um subcon-

junto proéprio infinito e ilimitado superiormente N’ = {n; <mny < -+ - <mp_3 <ngp <---}

de N e uma subsequéncia (z,,) tal que d(z,,,a) < 1/k = e. Portanto, segue que
lim z,, = a. |
k—o0

Observacao 3.34. No enunciado da Proposi¢io 3.18, podemos substituir "bola aberta de

centro a” por “conjunto aberto contendo a” ou "vizinhanca de a”.
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3.4.2 Sequéncias de niimeros reais

Definicao 3.20. Uma sequéncia (x,,) de nimeros reais chama-se crescente quando se tem
r—1<x9,< -+ < xpy < ---, ist0 €, T, < Tpi1 para todo n € N. Quando vale apenas
Tn < Tni1, @ sequéncia é dita nao-decrescente. De modo andlogo, se definem sequéncias
decrescentes e nao-crescentes. Uma sequéncia que obedece uma dessas quatro condigoes é

chamada mondtona.

Proposicao 3.19. Toda sequéncia mondotona limitada de numeros reais é convergente.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia nao-decrescente limitada. Por ser limitada, existe

a > 0 tal que a = sup z,, para todo n € N, isto é, x,, < a. Mostremos que a = lim x,,.

De fato, dado arbitrariamente € > 0, como a — € < a, 0 nimero a — € nao pode ser
cota superior do conjunto dos termos da sequéncia z,,. Logo, dentro do intervalo (a — ¢, a
existem uma infinidade de termos, a saber, existe x,,, com ny € N tal que a —¢ < z,,, < a.
Assim, como a sequéncia é monotona, ou seja, todos os termos sucessores de z,, estdo no

intervalo, para todo n > ng, tem-se

a—e<Tp, <rp<a<ate=a—c<zr,<a-+te.

Logo, |z, — a| < € para todo n > ny. Portanto, a sequéncia é convergente. |

Corolario 3.13. Uma sequéncia monotona de numeros reais é convergente se, e somente

se, possui uma subsequéncia limitada.

Demonstra¢io. Suponhamos que (z,,) seja uma sequéncia nao decrescente. Consideremos
(2, ) uma subsequéncia de (z,,). Tomando € > 0 tal que a = sup z,, isto é, x,, < a para
todo k£ € N, mostremos que (z,) ¢ limitada. De fato, satisfeita a condi¢ao de que z,,, < a,

para qualquer n € N, podemos obter k tal que n < ny e entao

Tp <y, <a=x, <a.

Logo, tomando z; como o primeiro termo da sequéncia, tem-se

r1 <y < a.

Isso satisfaz a condigao de (z,) ser mondtona e limitada. Ainda, pela proposigao

anterior, segue que (z,) é convergente.

Reciprocamente, vilida a condi¢do anterior, temos que (z,) é limitada e conver-
gente, sendo a = lim x,,. Assim, pela Proposigao 3.17, toda subsequéncia de (z,), a saber,

(xn,) converge para a. Logo, a = sup {x,,;Vn € N} e, portanto, (z,,) ¢ limitada. |
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Exemplo 3.29. Se |a| < 1, entdo nh—>r£lo a”™ = 0. Pela definicao de limite, nao hd diferencas
entre as afirmagoes limx,, = 0 e lim |x,| = 0. Logo, podemos admitir que 0 < a < 1. Em
tal caso, a > a®>>a®>>--->a" > --- >0 e, portanto, (a™) é uma sequéncia mondtona
limitada para todo n € N. Pela Proposicao 3.19, existe x = nh_g)lo a”. Seque dai que

r= lim "™ = lim (a-a") =a- lim a" = a - x.
n—o0 n—o0 n—o0

Logo, (1 —a)x =0. Como 1 —a > 0, tem-se que x = 0.

Proposicao 3.20. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais, com lim z,, = a>b. Entdo

ZTp > b para todo n suficientemente grande.

Demonstragio. Como a sequéncia (x,) converge para a. Por defini¢do, dado ¢ > 0 arbi-
trariamente, obtemos uma bola B(a;e) centrada em a que dista um raio € > 0, tal que

a—¢<x, <a+e. Tomando e =a—b> 0, temos que

a—(a—b) <z, <a+a—-b=>b<uz,<2a—0.

Assim, obtemos b < z,, para todo n suficientemente grande. [ |

Corolario 3.14. Se x,, < b para valores arbitrariamente grandes de n e existe a = lim x,,,

entao a < b.

Demonstracdo. De fato, se valesse a > b, pela proposicao anterior, existe ng € N tal que
para todo n > ng, tem-se x,, > b. Mas isso é um absurdo, uma vez que teriamos x,, < b
para, no maximo, um nimero finito de indices n, contrariando a hipétese de existir z,, < b

para todo n arbitrariamente grande. ]

Exemplo 3.30. Se a > 0 entdo nli_)IIOloal/” = 1. Suponhamos que seja a > 1, entdo

a>a’?>a’? > ... > 1. Pela Proposicio 3.19, existe x = lim a/" =1 e x > 1 pelo

n—oo
corolario acima. Considerando a subsequéncia

al/n(nJrl) _ al/nfl/(n+1) _ al/n + al/(n+1),

temos que

T = nh—>H§o qt/nn+1) _ (lim al/n>/<hm a1/(n+1)) -1

Observagao 3.35. O caso em que 0 < a < 1 se trata de modo andlogo.
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4 ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Seja (z,) uma sequéncia num espago métrico M, a unica possibilidade existente
para provar sua convergéncia constitui-se em exprimir r = nhﬁrglo Z,. Em diversos casos,
contudo, nao é preciso ter conhecimento explicito do limite, mas apenas ter a consciéncia
de sua existéncia. Dessa forma, torna-se vantajoso o uso das condig¢oes suficientes para
que o limite exista, ou seja, os "critérios de convergéncia'. O mais conhecido destes é o

critério de Cauchy.

Neste capitulo, vamos analisar os espagos métricos nos quais o critério de Cauchy é
aplicavel. Isso significa que uma sequéncia num espaco métrico M converge se, e somente

se, ml%ll)loo d(zpm, x,) = 0.

Uma das utilidades dos espacos métricos completos é a possibilidade de demonstrar
a existéncia de teoremas que satisfagam determinadas condi¢gbes. De um modo geral,
busca-se construir uma sequéncia de Cauchy passo a passo, na qual os elementos x,,
estdo cada vez mais préoximos de satisfazerem as condigdes dadas. Se M for completo,

entao havera x = lim x, que satisfarda exatamente essas condic¢oes.
n—oo

4.1 SEQUENCIAS DE CAUCHY

Definigao 4.1. Diz-se que uma sequéncia (x,) num espago métrico M é uma sequéncia
de Cauchy quando, para todo € > 0 arbitrario, existe ny € N, tal que m,n > ng implica
d(xpm, x,) < €.

Observacao 4.1. Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy.

Observagao 4.2. Para uma sequéncia (x,) ser de Cauchy é necessdrio e suficiente que,
para cada € > 0 dado arbitrariamente, possa ser possivel obter ng € N tal que n > ny,
donde d(x,, Tnip) < €, para qualquer p € N. Instintivamente, os termos de uma sequéncia
de Cauchy vdo se tornando cada vez mais prozimos uns dos outros a medida que cresce
o indice n, assemelhando-se com a defini¢io de limite, na qual requer que os termos

tornem-se cada vez mais proximos de um ponto fixo.

Observacao 4.3. Ser de Cauchy é uma propriedade intrinseca da sequéncia, dependendo
apenas dos seus termos, mas ndo da existéncia de outros pontos no espago. Assim, se
M C N, uma sequéncia de pontos x, € M ¢é de Cauchy em M se, e somente se, ¢ de
Cauchy em N. Quando os termos de uma sequéncia de aprorimam de um ponto fizado,

eles devem necessariamente aproximar-se um dos outros.
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Proposicao 4.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracio. Seja (x,) uma sequéncia convergente num espago métrico M. Dado ar-

€
bitrariamente € > 0, existe ng € N tal que se n > ng, entdao d(z,,a) < 7 Além disso,

. . €
m > ng implica em d(z,,,a) < 5 Logo, para m,n > ny temos

d(Tm,xn) < d(xpm,a)+d(z,,a)
e €

2 2
Portanto, a sequéncia (x,) é de Cauchy. [

Observagao 4.4. Assim como foi visto na Proposicao 4.1, toda sequéncia convergente é

de Cauchy, porém, nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Exemplo 4.1. Seja o conjunto Q dos racionais, com a sua métrica usual d(z,y) =
|z —y|. Se uma sequéncia (x,) de nimeros racionais converge para um nimero irracional
x = limz,. (Por exemplo, xt1 = 2,29 = 2,723 = 2,71;...;2, = e). Por (x,) ser
convergente na reta R, pela Proposicio 4.1, a sequéncia é de Cauchy em R, logo, é uma

sequéncia de Cauchy em Q, no entanto, (x,) nao converge neste espago.

Proposicao 4.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Dado € = 1, obtemos ny € N tal
que m,n > ng, donde x,,, z,, € B(a, 1). Tomando K = max {1, d(zm,x,)}. Se m,n > no,
entdao d(x,,r,) <1 < K. Caso m,n < ng, temos d(z,,x,) < K. Logo, concluimos que
(xn) € B(a,K) C B(a, K + 1) e, portanto, (z,) ¢ limitada. |

Observacgao 4.5. Nem toda sequéncia limitada € de Cauchy. Para ver isto, consideremos
a sequéncia dada por (1,0,1,0,...) em R. Apesar de ser limitada, esta sequéncia nao é

de Cauchy, pois d(x,,,,) = 1 para todo n € N.

Observagao 4.6. Dada uma sequéncia (x,) no espago métrico M, ponhamos, para cada

n € N X, = {x,,zp41,...}. Temos X1 D Xy D -+ D X,, D ---. Como X; =
{z1,29,..., 251} U X,,, um desses conjuntos é limitado se, e somente se, todos os de-
mais forem. Caso isso ocorra, temos diam(Xy) > diam(Xs) > --- e, consequentemente,

sempre haverd lim diam(X.,).

Proposicao 4.3. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é

convergente (e tem o mesmo limite da subsequéncia).

Demonstragdo. Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (x,,) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Por (x,) ser convergente, dado € > 0

£
arbitrario, existe p € N tal que ny > p = d(z,,) < 3 Por (z,) ser de Cauchy, existe

64



também ¢ € N tal que m,n > ¢ = d(zp,x,) < Tomando ny = maz {p, q}, para

DO ™

n > ng, existe ny > ng de modo que

d(zp,a) < d(z,,zn,)+d(z,,,a)
-
2 2
< €
Portanto, a sequéncia (x,) converge para a. |

Observacao 4.7. Note que a propriedade enunciada na Proposicao 4.3 € evidentemente
falsa para sequéncias arbitrdarias, pois caso contrario, uma sequéncia de Cauchy so nao

convergiria num espaco M se "faltarem pontos no espaco”.

Exemplo 4.2. Se uma sequéncia possui duas subsequéncias que convergem para limites
distintos entao ela nao € de Cauchy. Tal €, por exemplo, o caso da sequéncia (0,1,0,1,...)
que, apesar de ser limitada, nao é convergente pois possui duas subsequéncias que conver-

gem para limites diferentes, a saber, (0,0,0,...) e (1,1,1,...).

Observacao 4.8. Uma sequéncia que possui apenas um numero finito de termos distintos

so pode ser de Cauchy quando, a partir de uma certa ordem, ela se torna constante.

Proposicao 4.4. Toda aplicacio uniformemente continua transforma sequéncias de Cau-

chy em sequéncias de Cauchy.

Demonstragio. Sejam f : M — N uma aplicacao uniformemente continua e (z,) uma
sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Por f ser uniformemente continua, para cada
e > 0, existe 6 > 0 tal que z,y € M. Por outro lado, dado é > 0, existe ng € N tal que
m,n > ng de modo que d(z,z,) < 0 = d(f(xm), f(z,)) < . Segue que (f(x,)) é de
Cauchy.

Corolario 4.1. Seja f : M — N um homeomorfismo uniforme. Uma sequéncia de pontos

x, € M € de Cauchy se, e somente se, (f(x,)) é de Cauchy em N.

Demonstragao. Por f: M — N ser um homeomorfismo, temos que a aplicagao é continua
e, como também é uniforme, pela Proposicao 4.4, a sequéncia (x,,) ser de Cauchy em M,
resulta que (f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy em N. Reciprocamente. por f : M —
N ser um homeomorfismo, a aplicagao também é sobrejetiva. Sendo f uniformemente
continua, uma vez que é um homeomorfismo uniforme, segue que (f(z,)) ser de Cauchy

em N, implica que (z,) é de Cauchy em M.

Exemplo 4.3. Se f : M — N ¢ apenas continua, € possivel ter uma sequéncia de
Cauchy (x,) em M cuja imagem (f(z,)) nao é uma sequéncia de Cauchy em N. Basta
] = R; f(x) =1/x. A Sequéncia de pontos x, = 1/n

(
considerar a fungao continua f: (0,1
¢ de Cauchy em M, mas (f(z,)) = (1,2,3,...) ndo é uma sequéncia de Cauchy em N.
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Observacao 4.9. A reciproca da Proposi¢cio 4.4 € falsa, uma vez que a transformacao de
sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy é uma condi¢ao suficiente para que uma

aplicagdo f : M — N seja continua, mas ndo garante que f seja uniformemente continua.

Exemplo 4.4. A fungio continua f : R — R, f(x) = 2 ndo é uniformemente continua,
mas se (x,) € uma sequéncia de Cauchy, entio existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢ para todo
n € N. Como f|[—c,c| € lipschitziana, seque-se da Proposicio 4.4 que (f(x,)) € de
Cauchy.

Exemplo 4.5. Dada uma sequéncia (x,) num espago métrico M, consideremos o espaco
P=A{1,1/2,...,1/n,...} com a métrica induzida pela reta e a fungao f: P — M, dada
por f(1/n) = x,. Para que (z,) seja uma sequéncia de Cauchy € necessdrio e suficiente
que f seja uniformemente continua. Decerto, se (x,) é de Cauchy, dado arbitrariamente

e >0, eziste ng € N de modo que m,n > ng = d(xm,, x,) < €.

1
Seja § = W A menor distancia nao nula de um ponto qualquer de P a um
No
ponto do conjunto {1,1/2,...,1/ng} é dada por
1 1 1 1
— = = > = .
N ng + 1 n0<n0 -+ 1) (’TLQ -+ 1)2

Logo,
n o m
e, consequentemente, f € uniformemente continua.

m,n>nyg=0<

<Od=d(xm,r,) <e

Reciprocamente, se f : P — M ¢é uniformemente continua, como a Sequéncia

(1/n) € de Cauchy em P, uma vez que é convergente em R, pela Proposi¢io 4.4 tem-se

que (z,) = (f(1/n))) é de Cauchy.

4.2 ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Definicao 4.2. Dizemos que o espaco métrico M é completo se toda sequéncia de Cauchy

desse espaco converge para um ponto de M.

Exemplo 4.6. Todo espagco métrico M munido da métrica zero-um é completo, uma vez
que qualquer sequéncia de Cauchy em M € constante a partir de um certo indice, logo é
convergente. Porém, nem todo espaco discreto é completo, tal como vemos considerando

P={1,1/2,...,1/n,...}, no qual x, = 1/n produz uma sequéncia que nao converge

Observacgao 4.10. Atribuiremos num espaco métrico M uma métrica uniformemente
discreta, quando existir ¢ > 0 tal que d(x,y) < € = x = y, para quaisquer que sejam
x,y € M. Em tal caso, se (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M, entao existe ng € N
tal que

m,n > ng = d(Tpy,, Ty) < € = Ty, = Ty
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Dessa forma, toda sequéncia de Cauchy num espaco uniformemente discreto é
contante a partir de um certo indice ng e, por consequéncia, convergente neste espago.

Tais espacos sao, evidentemente, completos.

Exemplo 4.7. Considerando P = {1,1/2,...,1/n,...} munido da sua métrica usual e,
em sequida, com a métrica zero-um, adquirimos duas métricas equivalentes de modo que
P torna-se completo em relagcao a uma, mas nao em comparagdo a outra. Isso mostra

que um espaco métrico completo pode ser homeomorfo a um espaco ndo completo.

Exemplo 4.8. Seque do FExemplo 4.1 que o espaco Q dos numeros racionais ndao é com-
pleto, enquanto R € um espago métrico completo. A proposicio que se seque, devida a

Cauchy, estabelece o mais importante exemplo de espaco métrico completo.

Proposicao 4.5. A reta é um espagco métrico completo

Demonstragio. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em R e X o conjunto de termos de
(x,). Para todo n € N, denotemos por X,, = {z,, Zps1,...} 0 conjunto de termos de
(x,) a partir de n. Por X,, C X, temos que X,, é limitado, uma vez que X também o é,
afinal, pela Proposicao 4.2, toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada. Tomemos X; D X, D
.-+ D X, D - uma sequéncia de subconjuntos de X. Seja a,, = inf X,, para todo n € N.
Logo a3 < ag < -+- < a, <--- <b=supX;. Por (a,) ser monétona e limitada, pela
Proposicao 3.19, existe um nimero real a = lim a,,. Mostremos que lim x,, = a. Ora, para
que a seja limite da sequéncia (z,), pela Proposigao 4.3, basta mostrar que existe uma
subsequéncia (x,,) que converge para o ponto a. Para tanto, como a, — a, dado ¢ > 0
arbitrario, existe ng tal que se n > ng, tem-se a — ¢ < a, < a + . Como a, = infX,,
o nimero a + £ nao pode ser cota inferior do conjunto X, logo no intervalo (a,,a + ¢)
existem infinitos termos, a saber, existe x,, para n; > n tal que a, < z,, < a-+e. Segue
dal que limz,, = a. Além disso, por (x,,) ser convergente, temos que (z,) também o
é, logo, limz, = a, isto é, toda sequéncia de Cauchy converge em R. Portanto, R é um

espago métrico completo. ]

Proposicao 4.6. Um subespago fechado de um espaco métrico completo é completo. Re-

ciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico é fechado.

Demonstracao. Seja M completo e F' C M fechado. Por M ser completo, dada uma
sequéncia de Cauchy (z,) em F', existe a € M tal que x,, — a. Disso, segue que a é ponto
aderente de F', uma vez que é limite de uma sequéncia de pontos x,, C F (Observagao

3.10). Logo a € F = F. Assim, z,, — a e, portanto, F' é completo.

De maneira reciproca, seja F' C M um subespago completo. Consideremos ()
uma sequéncia em F', tal que z,, — a € M. Por (x,) ser convergente em M, temos que é

de Cauchy. Por F' ser um subespago completo, (z,) é de Cauchy em F, logo existe b € F
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tal que x, — b, mas a existéncia de b contraria a unicidade do limite de (z,). Assim,
para que nao haja a perda da unicidade de (z,), temos que a = b, ou seja, a € F' é ponto
aderente de (z,). Portanto, F' é fechado em M. |

Proposicao 4.7. Se o espago métrico M é completo entio B,(X; M) é completo, sejam

quais forem X ea : X — M.

Demonstracio. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em %,(X;M). Por ser de Cauchy,
(fn) € limitada, logo existe ¢ > 0 tal que

d(fn, @) = sup d(fu(2), a()) = d(fu(@), a(z)) < d(fo, @) < c

para todo x € X e todo n € N. Fixando-se arbitrariamente x € X, a sequéncia (f,(z)) é
de Cauchy em M. Como M ¢ completo, existe o limite da sequéncia (f,(x)) para cada
x € X. Denotemos por lim f.(z) = f(x) € M.

Por d(f.(z),a(z)) < ¢ para todo n € N e todo z € X, concluimos, ao fazermos
n — oo, que d(f(x),a(x)) < ¢ para todo x € X. Logo f € %.(X;M). Mostremos que
fn — [ uniformemente em X. De fato, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que m,n > ng =
d(fm(x), fo(z)) < € para qualquer x € X. Fazendo m — oo nesta desigualdade, temos que
para n > ng = d(f(x), fu(z)) < e para todo z € X. Ou seja, f, — f uniformemente. W

Corolario 4.2 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). Seja M um espaco
métrico completo. A fim de que uma sequéncia de aplicacoes f, : X — M convirja
uniformemente em X, € necessdrio e suficiente que, para todo € > 0 dado, exista ng € N

tal que m,n > ng implique d(f,(z), fo(x)) < € para todo x € X.

Demonstragio. Se f, — f uniformemente em X, entdo f, € %B¢(X; M) para todo n
suficientemente grande. Como lim f,, = f nesse espaco, entdo (f,) é uma sequéncia
de Cauchy em %;(X; M) e a condicdo acima ¢é necessaria. Reciprocamente, supondo
a condicao satisfeita, tomemos ¢ = 1, existe ny € N tal que, para a = f,,11, vale
d(fn,) < 1, ou seja, f, € B,(X; M) para n > ng. Segue da Proposigao 4.7 que (f,)
¢ uma sequéncia de Cauchy no espaco completo %,(X;M). Portanto, (f,) converge

uniformemente em X.

Exemplo 4.9. Dados dois espagos vetoriais normados E e F, denotamos por £ (FE; F')
o conjunto das aplicagées lineares continuas de E em F. O conjunto £ (F; F') munido da

norma
fI] = sup {|f(z)|;x € E, |z = 1}
é um espago vetorial normado, donde para toda f € L (FE; F) e, todo x € E, vale |f(x)| <

1AL ]
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Proposicao 4.8. Se ' ¢ um espagco métrico completo, entdo o espago vetorial normado
Z(E; F) é completo.

Demonstragao. Ver (LIMA, 2020, p. 168, Exemplo 11) [
Exemplo 4.10. Um espaco vetorial normado completo chama-se espago de Banach.

Exemplo 4.11. R"™ é um espago de Banach. Outros exemplos de espagos de Banach sdo
B(X;,F),6(M;F) e L(E;F), onde X é um conjunto qualquer, M um espago métrico,

E um espaco vetorial normado e F um espaco de Banach.

Exemplo 4.12. Um espaco de Hilbert é um espago vetorial H, munido de um produto

interno, e completo com relagio da norma ||z|| = /< z,z >. O espago euclidiano R",
n

munido com o produto interno < x,y >= sz -y; € um exemplo de espago de Hilbert.
i=1

Observacao 4.11. Pelo exemplo anterior, percebe-se que o espaco de Hilbert é um espaco

de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

4.3 COMPLETAMENTO DE UM ESPACO ME-
TRICO

Até o momento, discutimos acerca da existéncia de espagos métricos completos e
a sua importancia para a formulacao de conceitos-chave como convergéncia, continuidade
e limites. No entanto, nem todos os espagos métricos sao completos, e é nesse contexto

que surge a necessidade de explorar e compreender o conceito de completamento.

O completamento de espacos métricos é uma ferramenta valiosa na teoria dos espa-
¢os métricos, proporcionando uma maneira de "preencher as lacunas'e tornar os espacos
métricos incompletos em estruturas mais robustas e integralmente definidas. Este processo
¢é crucial para entender a continuidade e a convergéncia de sequéncias em espagos métri-
cos, proporcionando uma base sélida a Analise. Um exemplo cldssico é o completamento
do espago Q para formar o espaco R. Os ntimeros racionais possuem lacunas notéaveis,
como a inexisténcia da raiz quadrada exata de 2. Intuitivamente, o completamento pode
ser interpretado do seguinte modo: R é a ampliacao de Q obtida acrescentando-se a este
espago os limites das sequéncias de Cauchy de nimeros racionais que a ele ainda nao per-
tencam. Isso significa que toda sequéncia de niimeros reais convergentes tem um limite

dentro desse espaco, proporcionando uma integridade topolégica essencial.

Nosso objetivo agora é mostrar que dado um espaco métrico é sempre possivel

completa-lo, nos moldes acima.
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4.3.1 Teorema do completamento

Definicao 4.3. Um completamento de um espaco métrico, ¢ um par (M, ©), onde M é
um espago métrico completo e ¢ : M — M ¢ uma imersdo isométrica cuja imagem o(M)

¢ densa em M.

Teorema 4.1 (Teorema do completamento). Todo espag¢o métrico admite um completa-

mento.

A importancia fundamental do Teorema 4.1 para a teoria dos espacos métricos
é inegavel. Considerando sua relevancia e a natureza construtiva de sua demonstracao,
abordaremos, de forma concisa baseando-se em (MELO, 2022) as ideias fundamentais que

serao utilizadas na comprovagao.

Primeiramente, concentraremos nossa aten¢ao na definicao da noc¢ao de classe de
equivaléncia para sequéncias de Cauchy em um espago métrico arbitrario M. A partir
dessa definicao, escolheremos representantes para essas classes de equivaléncia, os quais
serao os objetos matematicos centrais ao longo da demonstracao. Em seguida, procede-
remos a construc¢ao do conjunto M , composto pelas classes de equivaléncia de sequéncias
de Cauchy em M. Subsequentemente, introduziremos uma métrica em M de maneira
a transforma-lo em um espago métrico. Com essa base estabelecida, teremos todos os
elementos necessarios para mostrar que M é completo, sendo este o que denominamos de

completamento do espago métrico M.

Dada a complexidade dos resultados que precisam ser desenvolvidos e demons-
trados, organizaremos a prova do Teorema 4.1 em diversos lemas, a fim de facilitar a
compreensao e a exposicao sistematizada desses resultados. Esses lemas serao apresenta-

dos a seguir.

Definigao 4.4. Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias de Cauchy em M, entao definamos:

(a) Dizemos que a sequéncia (x,) estd relacionada com a sequéncia (y,) e denotamos

por (x,) ~ (yn) se, e somente se, T}gngo A (T, yn) = 0.

(b) Denotemos por M" = {(z,,)|(xz,) € M} o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy
em M.

Lema 4.1. A relacio ~ € de equivaléncia.

Demonstracio. A demonstracao é simples e segue diretamente das propriedades de mé-

trica postas na Defini¢ao 1.1. De fato:

1. Para qualquer sequéncia de Cauchy (x,) em M, temos nh—>nolo d(x,,x,) = 0, logo

Ty ~ T,
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2. Se x, ~ Yy, entao nh_}r{)lo d(xn,yn) = 0. Mas por d(zn,yn) = d(Yn,xn), segue que
A(Yn, ) = 0. Logo y, ~ xy;

3. Se x, ~ Y, € Y, ~ 2, entao nll_{glo d(xn,y,) =0 e nh_g)lo d(Yn, zn) = 0. Pela desigual-

dade triangular, temos:

lim d(zn, 2,) < m d(z, yp) + 1m d(yn, ).

n—oo
Como todos os termos do lado direito da desigualdade tendem a zero quando n — oo,
segue que nh_)rgo d(xy,, zp) = 0 e, portanto, z, ~ z,.

Agora que sabemos que ~ é uma relacao de equivaléncia entre sequéncias de Cau-
chy em M, podemos eleger um representante dessas classes para prosseguirmos nos desen-
volvimentos seguintes. Nesse sentido, denotemos por X e ¥ os representantes das classes

de equivaléncia das sequéncias (z,,) e (y,), respectivamente.

Lema 4.2. Se (z,) e (y,) sdo sequéncias de M', entdo:
T=gouing =10

Demonstracio. Suponhamos por absurdo que X # § e X N § # (. De posse que a inter-
secao dos conjuntos é ndo vazia, temos que existe uma sequéncia de Cauchy (u,) que é

mutualmente equivalente a (z,,) e (y,), isto é:

A, d(un, 2n) = 0 ¢ lim d(un, yn) =0

Por outro lado, temos que existe uma sequéncia de Cauchy (v,) que é equivalente a uma
e apenas uma destas sequéncias. Digamos que essa seja equivalente a (z,) e ndo a (y,),

assim lim d(vp, x,) = 0. Usando a desigualdade triangular, obtemos:
d(Vn, Yn) < d(Vn, Tn) + d(@n, un) + d(tn, Yn)

o que nos da que li_>m d(vn,yn) = 0 e, consequentemente, contradiz a hipdtese de que
n oo
(v,) seja equivalente apenas a uma das sequéncias e logo as classes de equivaléncia sao

disjuntas. ]

Definicao 4.5. Seja M o conjunto das classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy

em M. Definamos, para cada T,3 € M a métrica
d(E,§) = lim d(zn, yn),
onde (x,) e (yn) sdo sequéncias de Cauchy pertencentes as classes & e {J, respectivamente.
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Lema 4.3. A métrica da Defini¢io 4.5 estd bem definida.

Demonstragio. Sejam (x,,), (x)), (yn), (y,) sequéncias de Cauchy em M, tais que (z,) ~
() e (yn) ~ (y.). Deste modo, temos que nh_)rgod(xn,x;) = 0e lim d(Yn,ys) = 0 e

consequentemente,

< d(xn, ) + d(yn, y,)

(Aqui usamos a desigualdade triangular na forma d(a,b) > |d(a,c) — d(c,b)]|).
Como os limites lim d(z,,x)) e Jim d(Yn, y.,) sdo ambos nulos, segue que lim d(xp, yn) =

. / /
Jim d(x),,y.). |

Notemos que a métrica determinada na Definicao 4.5 torna M um espaco métrico,
mas para que seja possivel definirmos a métrica em M , é necessario mostrarmos a exis-
téncia do limite. Ele é garantido ao verificarmos que a sequéncia (d(zy,y,)) ¢ de Cauchy
em R. De fato, como as sequéncias (x,) e (y,) sdo de Cauchy em M, entdo dado arbitra-
riamente ¢ > 0, existem ny, ny € N tais que d(z,,, ,) < % e d(Ym,Yn) < c para quaisquer
que sejam m,n > nj e m,n > ng, respectivamente. Desse modo, dado ng > max {ny,ns},

tem-se que:

‘d(xma xn) - d(ym7 yn)| ‘d(l?m, ym) _ d(ym7 xn) + d<ym7 -Tn) - d(ﬂ?n, yn)’

< d(@my Tn) + A(Yms Yn)
£ g
< §+§:€ VYm,n > ng

Portanto, a sequéncia (d(z,,y,)) é de Cauchy em R e como R é completo, ela

converge para algum a € R, o que nos garante a existéncia do limite.

Definicao 4.6. Dois espacos métricos, X e Y, sao ditos isométricos quando hd uma

bijecao ¢ : X — 'Y, que preserva as distancias, isto €, que satisfaz
dx(z1,72) = dy(p(21), p(22)); V1,70 € X

Lema 4.4. p: M — M é uma isometria.

Demonstracao. Consideremos a aplicacao ¢ : M — M , definida por ¢(z) = %, onde
% representa as sequéncias constantes (z,z,z,...) em M. Temos que, para cada x €
M, um termo de (M) é uma classe de equivaléncia & = [(z,z,z,...)] € M. Resulta

imediatamente da Definigdo 4.6 que p(M) e M sio isométricos, pois

A

d(p(z), p(y)) = lim d(z,,y,) = d(z,y).

n—00
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Lema 4.5. o(M) ¢ denso em M

Demonstracio. Com efeito, seja T € M , consideremos uma bola qualquer centrada em &
com raio € > 0. Tomemos (z,) € &. Por definigao, existe ny € N tal que d(z,,, z,) < g
para quaisquer m,n > ng. Seja § = @(zy,41) a classe de equivaléncia determinada pela
sequéncia constante (g1, Tngt1, Tngil,--- ). Por definicdo, segue que

d/\(:i'7 ,g) = 1}1~>I20 d(l‘nv xno-i—l)

<

M N M

<

Logo, § = ¢(Tne+1) € B(Z,€), ou seja, toda bola de centro & € M contém uma

classe de equivaléncia ) € ¢(M). Portanto, ¢(M) é denso em M. [

Lema 4.6. M é completo.

Demonstracio. Seja (y,) uma sequéncia de Cauchy do espago métrico M. Dado arbitra-

5
riamente € > 0, existe ng € N tal que d(Ypm, yn) < 3 para quaisquer que sejam m,n > ng.

N 1
Como (M) é denso em M, para cada k > 1, existe x € (M) tal que d(zg, yi) < T

3
Disso, dado ¢ > max {no, }, tem-se que:
€

AT, 7)) < AT, Ym) + AW, Yn) + A(Yn, T0)
1,e 1
m 3 n
e € )
+-+=-=g Vm,n>1

< £
33 3

garantindo que (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em ¢(M). Por outro lado, como as
sequéncias de Cauchy em @(M) convergem em M , existe um ponto a € M tal que

Jgrlgo x, = a. Mostremos que (y,) também converge para o ponto a € M.

De fato, como ILm, entdao dado € > 0, existe p tal que n > p = d(z,,a) <
n o

DN ™

. 2
Segue dai que para todo n > max {p, }, temos:
€

d(Yn,a) < d(Yn,zn) + d(z,, a)

€
<

<

_I_

1
n
€
- E.
2

2
€ _
2

Assim, (y,,) é uma sequéncia de Cauchy convergente, o que possibilita garantirmos
a completude do espaco métrico M. Portanto, fica provada a existéncia do completamento

de um espago métrico M qualquer. [ ]
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4.3.2 Unicidade do completamento

Proposicao 4.9. Dois completamentos quaisquer de um mesmo espaco métrico sao iso-

meétricos.

Demonstragdo. Seja X o espaco métrico do qual Y e Z sdo completamentos. Definimos
a bijecdo ¢ : Y — Z como segue. Seja y € Y, por defini¢io existe (z,) C X tal que
r, — y. Como X também é denso em Z, existe z € Z tal que x, — z. Definindo
o(y) = z, tem-se que ¢ é uma bijegdo de Y sobre Z. Tomando quaisquer y,y" € Y e
z,2' € Z tais que z = p(y) e 2 = p(y'). Pela defini¢do de ¢, existem (z,,), (x],) C X tais
que r, > Y, r, —y emY e x, = z,r, — 2 em Z. Como a distdncia é uma aplicagao
continua, tem-se
d(y,y') = lim d(zn, )

n—oo
d(z,7') = lim d(z,, z,)
Segue dai que d(y,y") = d(z,2') e, portanto, ¢ é uma isometria. |

Observacgao 4.12. O resultado acima garante que o completamento é unico a menos de

1sometrias.

Exemplo 4.13. Como jd for mencionado, R é o completamento de Q. Para ver isto,
considere a aplicagio ¢ : Q — R definida por p(z) = x. Note que ¢ é uma imersio

isométrica e além disso, p(Q) = Q que é denso em R.

Exemplo 4.14. Se M é completo, entdo para todo X C M, seu fecho X é um comple-
tamento de X. De fato, considere a aplicagiao ¢ : X — M definida por ¢(x) = x. Temos

que @ € uma imersdao isométrica e além disso o(X) = X portanto o(X) = X
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5 ESPACOS DE BAIRE

Este capitulo tem como proposito introduzir e explorar de maneira aprofundada os
Espacos de Baire, uma classe especial de espacos topologicos que desempenha um papel
crucial na Andlise Funcional. Exploraremos inicialmente as bases tedéricas que sustentam
os Espagos de Baire, destacando conceitos essenciais como conjuntos densos, conjuntos
abertos e a topologia associada. Em seguida, adentraremos nas propriedades peculiares
que tornam esses espacos notaveis, tais como a interseccao enumeravel de conjuntos densos

e a caracterizagao de espacos completos.

Além disso, analisaremos a importancia dos Espacos de Baire em aplicacoes pra-
ticas, ilustrando como esses espacos oferecem ferramentas poderosas para compreender
a convergéncia de sequéncias, além de desempenhar um papel crucial na formulagao de

resultados-chave em Andlise Funcional.

A fim de discutirmos acerca dos espacos de Baire, iremos apresentar uma categoria

de conjuntos que, de certo modo, sao irrelevantes dentro do espago métrico que os contém.

Definicao 5.1. Um subconjunto X de um espaco métrico M diz-se magro em M quando

¢ uma reuniao enumerdvel X = U X, tal que, para cada n € N, int(X,) = ()

n=1
Observacao 5.1. Esta ¢ a ideia de conjunto magro, conjunto este que desempenha, em

Topologia, fun¢do semelhante ao conjunto de medida nula, em Andlise.

o0
Proposicao 5.1. Para que X seja magro em M € necessdario e suficiente que X C U F,,

n=1
onde Fy, Fy, ...  F,, ... sdo fechados com interior vazio em X.

Demonstracao. Suponhamos que X seja magro em M. Por definicao, X é uma reuniao
o

enumeravel X = U X, tal que, para cada n € N, int(X,,) = (. Isso significa que X nao

1
contém nenhum conjunto aberto nao vazio, ou seja, para qualquer conjunto aberto U em
M, tem-se X NU = (). Agora, consideremos F,, = M — U,,, onde U, é o conjunto aberto
correspondente ao conjunto fechado F,,. Assim, F;, é fechado com interior vazio, e X NU,

é vazio. Entao, temos que:

XNnU,=0=XcM-U,=F,

(o)
Portanto, X C U F,, onde F|, F,, ..., F,,...sao fechados com interior vazio em

n=1

o0
Reciprocamente, suponhamos que X C U F,, onde Fi, Fs, ..., F,,... sao fecha-
n=1
dos com interior vazio em X. Queremos mostrar que X é magro em M. Para isso,
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considere qualquer conjunto aberto nao vazio U em M. Queremos mostrar que X NU é
vazio.

Dado que X C | F,, temos:

n=1

XNUC (nﬁan>mU: G(anU)

n=1

Agora, como F), tem interior vazio em X, F,, N U também tem interior vazio em
X. Isso significa que, para cada n, existe um conjunto aberto nao vazio V,, C F,, " U tal

que V,, N X é vazio.

Decorre dai que:

XnUucJFE.nu)ycUv

n=1 n=1

[e.@]
Como V,, N X ¢é vazio para cada n, a reuniao U V, N X é vazia. Portanto, X NU

n=1
é vazio. Como a escolha de U foi arbitraria, isso implica que X é magro em M. |
Observagao 5.2. F imediato que todo subconjunto e toda reunido de uma familia enu-
merdvel de conjuntos magros ainda seja um conjunto magro, porém, ndo basta definir
como conjunto magro somente um conjunto que tenha interior vazio, pois todo subcon-
junto X C Q € magro, uma vez que pode ser escrito como reunido enumerdvel de seus
pontos, cada um com interior vazio em Q, mas X ndo precisa ter interior vazio em Q.
Isso ocorre porque o espago Q ndo é completo. E em torno dessa nog¢do que os espacos de

Baire surgem com o intuito de tornar os conjuntos magros, de fato, insignificantes.

Exemplo 5.1. Um ponto num espaco métrico completo tem interior vazio se, e somente
se, nao € isolado. De fato, seja M um espago métrico completo, dado um ponto a € M
com interior vazio, entao para todo € > 0, nao existe uma bola aberta B(a,e) de centro
a e raio € > 0 contida em M, exceto possivelmente em a mesmo. Em outras palavras,
para qualquer raio € > 0, existe x € M tal que 0 < d(a,z) < &, donde x # a e, d € a
métrica de M. Decorre dai que a é um ponto de acumulacdo. Por outro lado, se a fosse
um ponto isolado, entao haveria uma bola aberta B(a,e) = {a}, para todo € > 0, ou seja,
tal bola aberta mao conteria outros pontos de M, além do proprio a. No entanto, como
assumimos que o interior de a € vazio, isso contradiz a definicao de um ponto isolado.
Portanto, se a tem interior vazio, ele nao pode ser um ponto isolado. Reciprocamente, se
a € M ndo € um ponto isolado, entdo € um ponto de acumulacdo. Afirmamos entdao que a
tem interior vazio. Com efeito, se assim nao fosse, haveria uma bola aberta B(a,e) C {a}.
No entanto, como para qualquer raio € > 0 sempre existe um ponto x € M diferente de
a em B(a,¢e), nao podemos encontrar uma bola aberta em torno de a que ndo contenha

outros pontos de M, o que contradiz a suposicao de que a nao é um ponto isolado.
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Exemplo 5.2. Um conjunto enumerdvel X C M ¢é magro se, e somente se, nenhum de
seus pontos é isolado. Com efeito, Seja X um conjunto magro em M, onde M é um

espago métrico completo. Por X ser magro, podemos denotd-lo com a reuniao enumerdvel

de seus pontos X = | J {z,}, dois a dois disjuntos, tal que, para cada n, int {T,} = 0.
n=1
Ora, se cada x,, tem interior vazio, repetindo o processo do Exemplo 5.1 para cada ponto de

X, concluimos que nenhum de seus pontos € isolado. A reciproca se faz de modo andlogo.

Exemplo 5.3. Em particular, o espagco Q € magro na reta. Por outro lado, o espa¢o R

nao é magro, pois nao € um conjunto enumerdvel, conforme veremos adiante.

Observacao 5.3. Na terminologia classica, um conjunto magro era denotado como con-
junto de primeira categoria, enquanto que os conjuntos que nao sao magros eram denota-

dos como conjuntos de sequnda categoria.

Exemplo 5.4. A fronteira de um conjunto aberto A C M €é um conjunto fechado com
interior vazio. Com efeito, se x € um ponto na fronteira do conjunto A, entdo para
qualquer € > 0, existe uma bola centrada em x que contém pontos de A. Mas ANIA = (),
logo nao existe nenhuma bola de centro x que possa estd contida em OA o que resulta que
OA tem interior vazio. Como 0A = O(M — A), seque que a fronteira de todo subconjunto
fechado F C M também tem interior vazio. Em contrapartida, se X C M ndo € aberto
e nem fechado, sua fronteira talvez ndo tenha interior vazio, assim como ocorre com a

fronteira dos racionais Q, uma vez que 0Q € toda a reta R.

Exemplo 5.5. O conjunto de Cantor K ¢é um subconjunto fechado do intervalo [0,1]
obtido como complementar de uma reuniao de intervalos abertos ao realizar a sequinte

1 2
operagdo: retira-se o terco médio aberto (3,3> do intervalo [0,1]. Depois retira-se o

2
terco médio aberto de cada um dos intervalos restantes, {O, 3} e [3, 1} Sobra entdo

oogle[55]v sl v s
9 9’3 3’9 91
Em sequida, retira-se o terco médio aberto de cada um dos intervalos restantes e

repete-se o processo indefinidamente. O conjunto K dos pontos nao retirados é o conjunto

de Cantor. Se denotarmos por Iy, Is, ..., I,, ... osintervalos abertos retirados do intervalo
(o ¢]

0,1], teremos que K = [0,1] — | I, é um subconjunto fechado em [0,1] e, portanto,
n=1
fechado na reta. Além disso, K nao contém nenhum intervalo, logo int(K) = 0. Assim,

K € um subconjunto fechado com interior vazio e, por consequinte, magro na reta. No
o0
entanto, K nao é magro em si mesmo, isto é, nao se pode escrever K = U F,,, onde

n=1
cada F,, € fechado com interior vazio em K.
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Proposicao 5.2 (Teorema de Cantor). Um espago métrico M é completo se, e somente

se, para toda sequéncia decrescente Fy D Fy D --- D F,, D --- de subconjuntos fechados

nao vazios F, C M, com nh_g)lo diam(F,) = 0, eziste um ponto a € M tal que (| F, = {a}.
n=1

Figura 5.1 — Generalizagao do principio de intervalos encaixantes

M

3

Fy

Fn 0

Tng

)

Ty

Fonte: Autoral

Demonstracdo. Suponhamos que M seja completo e que nos seja dada uma sequéncia que
satisfaca todas as condigbes exigidas no enunciado. Escolhendo um ponto z, € F,,, para
cada n € N definimos uma sequéncia (z,) C M tal que dado ny € N, para quaisquer

m,n > ng, digamos m < n, tanto x,, quanto x, estao em F,.

Como lim diam(F,) = 0, existe ng tal que para todo € > 0 temos diam(F,,) < e.

Logo, m,n > ng implica que d(z,,x,) < € e, portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.
o
Por M ser completo, existe a € M tal que li_>m r, = a. Mostremos que a € ﬂ F,. De
n oo

n=1
fato, para qualquer m € N, temos x,, € F,,, desde que n > m. Como cada F;, é fechado,
oo

temos que li_>m r, = a € F,, para todo m € N, o que resulta em a € ﬂ F,. Além
n [o.¢]

n=1
[e's)

disso, a deve ser unico, caso contrario, existiria b € ﬂ F, e b # a que implicaria em

n=1

d(a,b) < diam(F,) para todo n € N, mas lim diam(F,) = 0, entao d(a,b) = 0. Logo
N F = {a}.
n=1

Reciprocamente, dada uma sequéncia de Cauchy (z,) C M, denotemos por X,, =
{Zn, Tpy1,. ..} 0 conjunto de termos de (x,,) para todo n € N. Dai segue que X; D X5 D
-+ D X, D -+ e, por conseguinte, (X,) é uma sequéncia decrescente de fechados nao

vazios. Além disso, nh_}rgo diam(X,) = nh_}rgo diam(X,) = 0. Logo, por hipdtese, existe
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(o)

a € M tal que (| X, = {a}. Como a € X, para cada n € N, segue que qualquer
n=1

bola aberta B(a, ) contém pontos de x,, com indices suficientemente grandes, ou seja, a

é limite de uma subsequéncia de (z,). Por (z,) ser de Cauchy, sua subsequéncia também

o ¢, logo nlgglo rn, = a e, portanto, M é completo. ]

Definicao 5.2. Chama-se espago de Baire um espaco métrico no qual todo subconjunto

magro tem interior vazio.

Exemplo 5.6. O espagco métrico 7 munido da métrica zero-um é um espago de Baire. De
fato, todos os subconjuntos de Z. sao abertos, o que inclui os conjuntos unitdrios {n} para
cada n € 7Z. Neste caso, Z com a métrica discreta pode ser representado como a uniao

enumerdvel de conjuntos unitdrios fechados com interior vazio: Z = | J{n}. Cada {n} ¢é
neZ
fechado, pois o complemento de {n} em Z €é o conjunto Z — {n}, que é aberto. Assim, Z

com a métrica discreta é um espaco de Baire.

Observacao 5.4. Em particular, todo espago discreto munido da métrica zero-um é um

espaco de Baire.

Exemplo 5.7. O espaco Q nao é um espaco de Baire, pois € magro em si mesmo. Além

disso, resultard da Proposicao 5.1 que o espaco dos numeros reais R é um espaco de Baire.

Exemplo 5.8. O conjunto de Cantor é um espaco de Baire, pois € um subespaco fechado
da reta R.

Observacio 5.5. E nos espacos de Baire que os subconjuntos magros sdo, de fato, insig-

nificantes.

O resultado principal deste capitulo e um dos mais importantes da teoria de Es-

pacos Métricos é o seguinte:

Teorema 5.1 (Teorema de Baire). Todo espago métrico completo é um espago de Baire.

Demonstrag¢io. Seja M um espago métrico completo. Dada uma familia enumeravel (A,,)
o, ¢]

de abertos densos em M, mostremos que S = ﬂ A, é um subconjunto denso em M.
n=1
Para isso, devemos mostrar que dado arbitrariamente uma bola aberta B; C M, tem-se

BiNS # (. Com efeito, seja A; aberto e denso, entdo By N A; é aberto e nao vazio, donde
contém uma bola aberta Bs cujo raio ¢ tao pequeno que nao excede — e seu fecho esteja
inteiramente contido em By N A;. Por sua vez, seja Ay aberto e denso tal que By N A,
é aberto e nao vazio, logo, podemos obter uma bola aberta Bs de raio inferior a 3 tal
que B3 C By N Asy. Prosseguindo desta forma, obtemos uma sequéncia B1 D By D -+ D

B, D --- de fechados nao vazios com B,,; C B, N A, cujo 7}13010 diam(B,) = 0. Segue
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do Teorema de Cantor que existe a € M tal que (| B, = {a}. Em virtude da relagao
n=1

B,.1 C B,NA,, vemos que a pertence tanto a B; quanto a todos os A, para todon € N,

isto é, a € By NS e, portanto, B; NS # () o que possibilita garantirmos que M é um
espago de Baire. ]

Corolario 5.1. Seja M um espaco métrico completo. Se M = U F,, onde cada F, ¢é
n=1
fechado em M, entao existe pelo menos um n tal que int F,, # ()

Demonstracio. De fato, se int F,, = () para todo n € N, entdo pelo Teorema de Baire, a

reuniao dos F, teria interior vazio, o que é absurdo pois tal reuniao é M. |

Observacao 5.6. Ser um espago de Baire é um fato topoldgico, logo continua vdlido se
substituirmos a métrica do espaco métrico M por outra equivalente. Em outras palavras,
isso significa que todo espago topologico homeomorfo a um espaco métrico completo é um

espaco de Baire. A titulo de exemplo, se A é um subconjunto aberto de um espaco métrico

o)

completo M, entio A = U F,, onde cada F,, ¢é fechado em M. Isso implica que algum
n=1

dos F,, tem interior nao vazio em A. FEsta condicao determina uma versao mais forte do

Coroldrio 5.1.

Proposicao 5.3. Seja M um espagco métrico completo. Se M = U F,, onde F,, € fechado

n—1
em M, entdo A = U it F,, € um aberto denso em M.

n—1

Demonstracio. Seja U aberto e nao vazio em M. Mostremos que UNA # (), isto é, existe

n tal que U Nint F,, # (). Denotemos U = U (UNF,), onde cada U N F,, é fechado em
n=1
U. Pela Observacao 5.6, existe n tal que int (U N F,) # (. Como o interior de U N F,

é um aberto contido em ambos conjuntos U e F,,, temos que int (U N F,)) = U Nint F,.
Portanto, U Nint F,, # 0. [

Exemplo 5.9. Sendo M um espago métrico completo contendo uma quantidade enume-
ravel de pontos, entao M deve possuir uma infinidade de pontos isolados. Com efeito, €
obvio que M deve possuir pelo menos um ponto isolado, pois se tal afirmacao fosse falsa,
pelo Exemplo 5.1, M seria magro em si mesmo e, pelo Teorema de Baire, int M = (), o
que € absurdo. De posse disso, seja v1 € M isolado, entdo M — {x1} € fechado em M e
portanto € um espago métrico enumerdvel. Logo, eziste xo € M — {x1} isolado e assim
sucessivamente. Em particular, todo subconjunto fechado enumerdvel do espago euclidiano
R" possui uma infinidade de pontos isolados. Essa afirmagdo proporciona também uma
demonstragdo de que o conjunto dos niumeros reais nao é enumerdvel, por ser um espago

métrico completo sem pontos isolados

30



Observacao 5.7. Seque da Proposi¢do 5.3 que todo espaco de Baire possui um subconjunto

discreto denso.

Proposicao 5.4. Todo subconjunto aberto A de um espago de Baire M é um espago de

Bajire
(o)

Demonstracdao. Devemos mostrar que a intersecao S = ﬂ A,, de uma familia enumeravel
n=1

de subconjuntos A,, C A, abertos densos em A, é um subconjunto denso em A. Para isso,
seja B, = A, U (M — A) para cada n € N. Por hip6tese, A é aberto em M, logo cada A,
também o é e, por conseguinte, cada B, também. Note ainda que cada B, ¢é denso em
M. De fato, temos M = AUJAU (M — A).

Seja x € M um ponto arbitrario e seja U um aberto arbitrario de M contendo o
ponto z. Sex € Aentdo UNA é um aberto ndo vazio de A, donde UNA,, = (UNA)NA, # ()
uma vez que A, é denso em A. Se x € A, obtemos UNA # (), pela definicao de fronteira,
e dai UN A, # () pelo mesmo motivo citado anteriormente. Por fim, se # € M — A, entdo

UN(M — A) # 0, evidentemente. Em qualquer hipétese, U N B,, # (), comprovando que

B,, é denso em M. Sendo M um espaco de Baire, T = ﬂ B,, ¢ um subconjunto denso de

n=1

M. Como A é aberto, TN A é denso em A, mas T = <ﬂ An> UM —A)=SU(X —A),
n=1

logo TN A =S e, portanto, S é denso em A.

Proposicao 5.5. Se todo ponto x € M possui uma vizinhanca que é um espago de Baire,

entao M € um espaco de Baire.

oo
Demonstracio. Seja S = ﬂ A, a interse¢do de uma familia enumeravel de abertos A,

densos em M. Mostremosnzlue S é denso em M. Para isso, tomemos um ponto x € X
e um aberto arbitrario U contendo o ponto z. Segue dai que SN U # ). De fato, por
x € X existe uma vizinhanga V' que é um espago de Baire. Seja W aberto em X tal que
r e W Cc UnNV. Pela Proposi¢ao 5.4, W é um espaco de Baire. Os conjuntos A, N W
sdo abertos e densos em W, logo ﬁ (A, N W) é denso em W. No entanto,

n=1

(A, NW)=(A)NW=5SNnWcUnV

1 n=1

DX

n

isto é,
SNWcU=SnWwWcsSnU.

Portanto, SN U # 0. |

Proposicao 5.6. O complementar de um subconjunto magro de um espago de Baire é um
espaco de Baire. Equivalentemente: a intersecio de uma familia enumerdvel de abertos

densos num espago de Baire é um espaco de Baire.
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Demonstracao. Seja S = ﬂ A, onde cada A, é aberto e denso num espago de Baire M.
n=1

Mostremos que S é um espago de Baire. Seja (B,,) uma familia enumerdvel de abertos

densos em S. Para cadan € N, B,, = SN By, onde B/, é aberto em M. Além disso, sendo
M um espago de Baire, S é denso em M, logo cada B,, também o é. Em particular, B], é
denso em M para cada n € N. Seja (C,,) uma familia enumerédvel de abertos densos em
M, definida por Cy, = A,; Co,—1 = B),, ou seja, (C,,) = (B}, A1, By, A, ... ). Segue dai
que ﬁ C,, é denso em M. Entretanto,

n=1

B,.
1

nﬁl C, = (nﬁl An) N (nﬁl B;> =5nN <nﬁl B;> = ﬁ (SNB)) =

— n=1

i3

(o]
Portanto, ﬂ B,, é denso em S. |

n=1
Exemplo 5.10. Seque da Proposicao 5.6 que o conjunto dos niumeros irracionais R — Q

¢ um espaco de Baire, uma vez que o seu complementar, o conjunto Q, € magro na reta.

5.1 APLICACOES DO TEOREMA DE BAIRE

Como aplicagoes do Teorema de Baire, apresentaremos os seguintes resultados:

5.1.1 Nao enumerabilidade da reta

A demonstragdo da nao enumerabilidade dos niimeros reais é um resultado funda-
mental na Teoria dos Conjuntos e na Analise Matematica. Essencialmente, ela mostra
que nao é possivel listar todos os nimeros reais em uma sequéncia numeravel. A prova
classica, muitas vezes atribuida a Georg Cantor, utiliza o argumento do método da diago-
nalizacdo. Suponha, por contradicao, que seja possivel listar todos os niimeros reais em
uma sequéncia rq, 7,73, . ... Entdo, construimos um niimero real que nao esta na lista ao
criar uma diagonal composta por digitos nao correspondentes nas posicoes decimais dos

numeros listados.

Esse novo nimero nao pode estar na lista original, pois difere de cada niimero na
lista em pelo menos uma posicao decimal. Portanto, a suposicao de que podemos listar

todos os niimeros reais gera uma contradicao.

Consequentemente, concluimos que o conjunto dos ntimeros reais nao é enume-
ravel, ndo podendo ser colocados em uma correspondéncia biunivoca com os nimeros
naturais. Essa descoberta foi revolucionaria e teve implicagoes profundas na compreensao

da cardinalidade dos conjuntos infinitos, consolidando o trabalho de Cantor na Teoria dos
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Conjuntos. Vejamos a seguir a maneira na qual o Teorema de Baire pode ser aplicado

para mostrar que R nao é enumeravel.

Proposicao 5.7. A reta R nao é enumerdvel.

Demonstracio. Suponhamos que R seja enumeravel, entao R = U {r,}, isto é, R pode

n=1
ser escrito como reuniao enumeravel de seus pontos, no qual sdo evidentemente fechados

em R. Segue do Coroldrio 5.1 que existe n € N tal que int {r,} # (). Absurdo.

Observacao 5.8. A ideia bdsica por trdas da mao enumerabilidade dos niumeros reais
utilizando o Teorema de Baire estd relacionada com a natureza densa dos conjuntos abertos
em uma topologia adequada. Se considerarmos o espago dos nimeros reais R munido com
a métrica usual, entao os intervalos abertos sio conjuntos densos. O Teorema de Baire
afirma que a intersegdo de uma sequéncia de conjuntos densos € densa. Podemos entdo
considerar o complementar desses conjuntos densos e mostrar que a intersecao deles ainda

¢ densa no complemento.

5.1.2 Principio da Limitacao Uniforme

O Teorema de Baire estabelece propriedades sobre conjuntos completos de fungoes
continuas, e é frequentemente usado na demonstragao de resultados como o Principio da
Limitacao Uniforme. Este principio é uma ferramenta valiosa na Analise Matematica,
especialmente quando se lida com sequéncias de fungoes, pois tal resultado afirma que a
convergéncia de uma sequéncia de fungoes continuas definidas em um conjunto fechado
e limitado, além de convergir pontualmente para uma fun¢do limite, também converge

uniformemente.

A importancia do Teorema de Baire nesse contexto esta relacionada a estrutura
dos conjuntos de fungoes continuas, pois a intersecao de conjuntos densos e abertos em
um espac¢o métrico completo também é densa. Isso, ao ser aplicado ao espago de fungoes
continuas em um dominio compacto (conjunto fechado e limitado), resulta em um conjunto

de fungoes continuas denso nesse espago.

A densidade das funcdes continuas é crucial para o Principio da Limitacao Uni-
forme, porque permite aproximar qualquer funcao naquele espago por fungoes continuas.
Isso é fundamental quando se lida com a convergéncia uniforme, pois é possivel aproximar

a funcao limite por fungoes continuas da sequéncia, garantindo a convergéncia uniforme.

Em suma, esses resultados, quando combinados, fornecem uma estrutura sélida
para estudar o comportamento de sequéncias de fungoes e a convergéncia uniforme em

espacos de fungoes continuas. Vejamos tal demonstragao:
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Proposicao 5.8. Seja M um espago métrico completo, E um espaco vetorial normado
e €(M; E) uma familia de aplicagoes continuas f : M — E. Suponhamos que € (M; E)
seja pontualmente limitada, isto é, para cada x € M, existe uma constante c, > 0 tal que
|f(z)] < ¢, para cada f € €(M; E). Afirmamos que eziste um aberto nao vazio U C M
tal que € (M; E) é uniformemente limitado em U, ou seja, existe uma constante ¢ > 0 tal
que | f(x)| < ¢ para toda f € €(M;E) e todo x € U.

Demonstragio. Paracadan € N, definamos o conjunto F,, = {z € M;|f(z)| <n,Vf € F}.
Cada F,, ¢ fechado, devido a continuidade das fungdes em €'(M; E).

Agora, para cada r € M, escolhemos um n € N tal que n > ¢,. Isso garante que

x € F,. Como isso vale para todo z € M, temos que M = U E,.

n=1
Pelo Corolario 5.1, sabemos que pelo menos um dos conjuntos F;, tem interior nao
vazio. Ou seja, existe um n tal que U = int F,, # (). Isso significa que existe uma bola

aberta contida em U.

Como para todo x € U e toda f € €(M; E), temos |f(z)| < n, segue que esta
bola contém fungoes que sao uniformemente limitadas por n. Portanto, € (M; F) é uni-

formemente limitado em U. [ |

5.1.3 O Conjunto de Cantor nao é enumeravel

O conjunto de Cantor K é um subespaco fechado da reta, logo, é um espago
métrico completo e, consequentemente, um espacgo de Baire. Em virtude disso, podemos
usar o Teorema de Baire para mostrar que o conjunto de Cantor nao ¢ enumeravel. Para

isso, mostraremos que nenhum de seus pontos é isolado.

Proposicao 5.9. O conjunto de Cantor, nao é enumerdvel.

Demonstracao. Consideremos, por exemplo, que b € K seja a extremidade de um tergo
médio omitido (a,b). Embora exista um intervalo semiaberto (a, b] tal que (a, b)jNK = {b},
qualquer intervalo [b,b + ¢) contém uma infinidade de pontos de K, para todo € > 0. De
fato, na ocasiao em que (a,b) foi retirado, restou um certo intervalo [b,¢|. Nas etapas
posteriores da construcao de K, restarao sempre tercos finais de intervalo, do tipo [b, ¢,],
com ¢, € K. O comprimento |c, — b| tende para zero, logo, ¢, — b e assim b nao é ponto
isolado de K.

Por outro lado, suponhamos que x € K nao seja extremo de um intervalo omitido
durante a construcdo de K. Afirmamos que, dado qualquer ¢ > 0, existem pontos de
K em ambos os intervalos (z — ¢,z) e (x,x 4+ ¢€). Tomemos (x,x + €), por exemplo.

Se (z,z + ¢) N K fosse vazio, entdo o intervalo (z,x + ¢) teria sido omitido durante a
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construgao de K. Na primeira vez em que uma parte de (z,z + €) fosse omitida, nada
mais restaria desse intervalo pois os extremos do intervalo omitido pertenceriam a K e,
portanto, nao seriam omitidos em etapas posteriores. Como x permaneceu, segue que o
intervalo omitido foi do tipo (z,b). Mas x nao é extremo de intervalo omitido algum, logo

(x,2+¢)N K # () para todo € > 0 e, portanto, x nio é isolado em K.

Decorre disso que K nao é enumeravel. |

Observacao 5.9. Apesar de ndao termos considerado x € K como extremo de um terco
médio omitido durante a construgdo do conjunto de Cantor, nao podemos afirmar que tais
pontos realmente existem em K. No entanto, como apenas uma infinidade enumerdvel de
intervalos foi omitida, os pontos extremos dos intervalos omitidos formam um subconjunto
enumeravel de K. Portanto, a partir desta discussao, concluimos que os demais pontos

nao apenas existem, mas também formam um conjunto nao enumerdvel.

5.1.4 O conjunto dos pontos de descontinuidade de um espaco

métrico completo é magro

Sabemos que uma sequéncia de aplicacoes continuas f, : M — N pode convergir
simplesmente para uma aplicacao descontinua f : M — N. Utilizaremos agora o Teo-
rema de Baire para mostrarmos que, quando o espaco métrico M é completo, a funcao
limite é continua na maioria dos pontos de M, ou seja, o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade é magro. A ideia é que se o conjunto de descontinuidades fosse denso (ou
seja, ndo magro), poderiamos aplicar o Teorema de Baire para concluir que o conjunto de
funcoes continuas seria residual, contradizendo a natureza dos pontos de descontinuidade.

Comecaremos com uma condi¢ao para que a aplicacdo f seja continua num ponto.

Proposicao 5.10. Dada uma sequéncia de aplicagoes f, : M — N, continuas no ponto
a € M, convergindo simplesmente para uma aplica¢io f: M — N. A fim de que f seja
continua no ponto a, é necessario e suficiente que, para cada € > 0 existam 6 >0 ep € N
tais que d(a,x) < 6 = d(f,(x), f(x)) <e.

Demonstracao. Suponhamos que sejam satisfeitas as condigdes postas no enunciado. Mos-

tremos que f é continua no ponto a. Dado € > 0, existem p € N e ¢’ > 0 tais que

dw,a) < = d(fy(a), f(@)) < .

Além disso, existe também ¢” > 0 de modo que

d(z,a) < 8" = d(f,(x), fy(a)) <

Wl M
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Tomando 6 = min {J’,d"}, temos:

d(z,a) <0 = d(f(x), f(a)) < d(f(x), [o(x)) + d(fp(2), fp(a)) + d(f(a), [(a))

L ELELE
3 3 3
< €

Reciprocamente, seja f continua no ponto a. Dado ¢ > 0, existe &' > 0 tal que

d(z,a) <" = d(f,(a), f(a)) < % e, como f, é continua no ponto a, existe também 6” > 0

de modo que d(z,a) < 6" = d(f,(z), fp(a)) < % Tomando § = min{d’,0"}, temos:

d(z,a) <6 = d(fp(z), f(a)) < d(fp(x), fr(a)) + d(fp(a), f(a)) + d(f(a), f(x))

£ 9

< 4o+
37373
< €
m

Proposicao 5.11. Dados os espagos métricos M e N. Se M ¢é completo e uma sequéncia
de aplicacoes continuas f, : M — N converge simplesmente para uma aplicacio f : M —

N, entao o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é magro em M.

Demonstracao. Para cada k,p € Z, definimos

Fip = {2 € Mld(fn(2), fu(@)) < 7. Vm.n > p}

1
k’
Este conjunto contém os pontos x em M para os quais as sequéncias (f,())m>p

e (fn(x))n>p estdo proximas uma da outra. Fazendo m — oo, vemos que x € Fj, implica

d(fm(z), fu(r)) < 7 para todo n > p. Como cada f, é continua, todos os conjuntos

F}, sao fechados em M. Além disso, para cada K € Z, temos M = U Fyp. De fato,

para qualquer z € M, f,(z) — f(x), logo, f.(z) é uma sequéncia de Cauchy em N e por
conseguinte existe p € N tal que m,n > p = d(f.(x), fu(z)) > s

Pela Proposicao 5.3, existe A, = U int Fy,, tal que cada Aj, é aberto denso em

n=1
M. Seja S = ﬂ Ag. Mostremos que f é continua em todo ponto de S.
n=1
. o 3 .
Com efeito, dado ¢ > 0 arbitrariamente, tomemos k € Z tal que — < €. Seja

xy € Ay, entdo existe p € N tal que zy € int Fy,. Dado § > 0, se d(x,z9) < ¢ implica
1
ZTo € ka € d(fm(x)vfn(x)) > —, entao

k
d(w,00) < § = d(f(2), f(x0)) < d(f(@), fyp(@)) +d(fo(x), fy(w0)) + d(fy (o), f (o))
1 1 1
S PR TR
< €



no qual conclui-se a continuidade de f no ponto xy. Como S é um aberto denso em M,
segue que os pontos de descontinuidade de f estdo no complementar de S, que por sua

vez ¢ magro em M. ]

Observagao 5.10. Este é um exemplo de como ferramentas topoldgicas, como o Teorema
de Baire, podem ser aplicadas para obter resultados importantes sobre a convergéncia de

sequéncias de fungoes.

Observacao 5.11. Utilizaremos agora a Proposicao 5.11 para mostrar que a convergén-
cia simples de fungoes reais de uma varidvel real nao provém de uma métrica. Mais

formalmente:

Proposi¢ao 5.12. Dado um intervalo I = [a,b], ndao existe uma métrica no conjunto
PB(I;R) das aplicagoes limitadas f: I — R tal que lim f,, = f relativamente a d de modo

que f, — f convirja ponto a ponto em I.

Demonstragio. Sejam C' = € (I;R) o conjunto das fungoes continuas g : I — R e Iy =

{1,492, ,qn, ...} o conjunto dos nimeros racionais de I. Para cada n, seja f, : [ — R

fn(x):{ 1 [L’G[@

tal que:

0 ; zel—-1Iy

Denotemos por f : I — R a funcao caracteristica de Q N I, entdo f, — f ponto
a ponto em [I. Agora, suponha que para cada n € N, existe uma sequéncia de funcoes
continuas (g, x)ken que converge ponto a ponto para f, em I. Se existisse uma métrica
em %(I;R) em relacio & qual a convergéncia fosse ponto a ponto, terfamos f,, € C para
cada n e portanto lim f,, = f € C. Isso implicaria a existéncia de uma sequéncia de
fungoes continuas g, : I — R convergindo ponto a ponto para f em I, o que contradiz a
Proposicao 5.11, pois f nao pode ser limite simples de uma sequéncia de fungoes continuas

uma vez que é descontinua em todo ponto x € I. Portanto, nao existe tal métrica em
AB(I;R). |

5.1.5 A reciproca do Teorema da Derivabilidade e Continuidade

é falsa

O Teorema da Derivabilidade e Continuidade estabelece uma relagdo entre a deri-
vada de uma funcao em um ponto e sua continuidade nesse ponto. Vamos considerar o

teorema em duas partes:

(1) Derivabilidade implica continuidade: Se uma funcdo f é derivivel em um ponto

a, entdo f ¢ continua em a. Isso significa que se a derivada de f existe em a,
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entao f é continua nesse ponto. A prova desse resultado é uma aplicacao direta das

propriedades das derivadas.

(2) Continuidade nao implica derivabilidade: A segunda parte do teorema afirma que
a continuidade de uma funcao em um ponto nao implica necessariamente que a
fungao seja derivavel nesse ponto. Ou seja, existem funcoes continuas que nao sao

derivaveis em certos pontos. Um exemplo classico é a funcao de Weierstrass.

Figura 5.2 — Representacao da fungdo de Weierstrass.

2.0 —— Weierstrass (a=0.5, b=3.0, n_max=100)

1.5 1
1.0~

0.5

> 0.0+
—-0.5 1
~1.01

-1.51

_2.0 -

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
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Fonte: Autoral

A funcdo de Weierstrass é um exemplo classico de uma fun¢ao continua mas nao
diferenciavel em nenhum ponto. Ela foi introduzida por Karl Weierstrass no final do
século XIX como uma resposta ao desafio de encontrar uma funcao continua que nao
fosse diferenciavel em ponto algum do dominio. A funcao é definida por meio de uma

série infinita, que pode ser escrita como:
(o]
W(z;a,b) =Y a™ - cos(b'r - x),
n=0

onde a e b sdo pardmetros constantes. A funcao é somada sobre todos os inteiros nao
negativos n € N. A escolha especifica dos parametros a e b afeta as propriedades da
funcao de Weierstrass. Em particular, é possivel escolher a e b de tal forma que a funcao
de Weierstrass seja continua em todos os lugares, mas nao seja diferenciavel em nenhum
ponto. O interessante sobre a funcao de Weierstrass é que ela é um exemplo de uma
funcao que desafia intui¢des geométricas comuns. Enquanto a fun¢ao é continua em todos
os lugares, sua falta de diferenciabilidade em qualquer ponto é uma propriedade nao trivial

e desafia as expectativas de fun¢des mais suaves.

Retornando ao Teorema da Derivabilidade e Continuidade, este ¢ fundamental

na Analise Matematica, especialmente ao estudar fungoes diferenciaveis. Ele destaca a
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relagao entre a continuidade e a derivabilidade, indicando que a derivabilidade implica
continuidade, mas o contrario nao é verdadeiro em todos os casos. Isso ocorre porque
a derivabilidade exige nao apenas continuidade, mas também uma certa suavidade no
comportamento da fungdo no ponto em questao. A compreensao dessas relagoes é essen-
cial para o desenvolvimento da teoria das derivadas e fornece uma compreensao sobre o
comportamento das fungoes em pontos especificos. Mostraremos agora que o Teorema
de Baire pode ser utilizado para garantir que a reciproca do teorema nao ¢ verdadeira.

Vejamos:

Proposigao 5.13. Dado o intervalo [0, 1], seja C' = €(]0,1];R) o conjunto das fungoes
continuas limitadas [ : [0,1] — R com métrica da convergéncia uniforme. Hd fungoes
reais continuas sem derivada em ponto algum no intervalo [0,1]. Equivalentemente: o

conjunto das fungoes continuas sem derivada em [0,1] é magro em C.

Demonstragio. O conjunto C' = %([0,1];R) das aplica¢oes continuas f : [0,1] — R

munido na métrica da convergéncia uniforme

d(f,9) = sup [f(x)—g(x),Vf g€ €([0,1];R)

z € [0,1]

¢ um espaco métrico completo. Pelo Teorema de Baire, para garantir a magreza de um
conjunto num espago métrico completo, é suficiente mostrar que o conjunto das fungoes
continuas f : [0,1] — R que ndo possuem derivada em nenhum ponto de [0, 1] contém
uma intersecdo enumeravel de abertos densos em C', ou equivalentemente, que o seu

complementar seja uma reuniao enumeravel de fechados com interior vazio.

Para cada n € N, consideremos o conjunto

Fn:{feC; para todo t € [0, 1], existe h # 0 tal que f(t+h}1_f(t) ‘Sn}

de modo que h é suficientemente pequeno, tal que ¢t + h € [0, 1].
Parte 1: Mostrando que cada F), é fechado

Vamos garantir que toda sequéncia convergente de F,, converge para um ponto
de F),, ou seja, que F, contém todos os seus pontos de acumulacdo. De fato, como
[0, 1] é fechado e limitado, podemos utilizar o fato que toda sequéncia convergente é

uniformemente convergente.

Fixando n € N, seja (f,,) uma sequéncia que converge para f, com f,, € F,,, para

todo m € N. Por defini¢do, ha pontos t,, € [0, 1] para cada m € N de modo que

fm<tm + h) — fm(tm) <n
3 >
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para todo h suficientemente pequeno. Segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass que (t,,)

possui uma subsequéncia (t,,) que converge para um ponto ¢, tal que

[fn(tm) = f(t0)] < [fm(tm) = F(tm)| + [ (tm) — f(t0)]
< d(fms ) + [f(Em) = f(t0)]

Segue que f(t,,) — f(to) quando m — oco. De maneira andloga, obtemos f(t,, + h) —
f(to + h). Logo
flto+h) — f(t) <n
Y <
para todo h suficientemente pequeno, ou seja, f € F,.

Parte 2: Mostrando que cada F;, tem interior vazio

Provemos que F,, ndo contém nenhuma bola. Com efeito, seja f € €([0,1],R),
dado uma bola B(f,e) de raio € > 0 e centro em f. Por f ser uniformemente continua,
existe & > 0 tal que |f(z) — f(y)| < g sempre que |x — y| < 4, para todo z,y €
[0, 1]. Repartimos o intervalo [0, 1] em subintervalos de comprimento menores que . Dai
construimos uma fungao continua g : [0, 1] — R de forma que seu gréfico seja constituido

por segmentos retilineos com inclinagao maior que n, em modulo.

Primeiramente, dividimos o intervalo [0, 1] em subintervalos de comprimento me-
nor que 0. Para simplificar, vamos supor que [0,1] é dividido em N subintervalos de

comprimento d, onde N = [1/d] e os pontos de divisao sao

xo=0,21 =0, 20 =20,..., oy = 1.

Agora, vamos construir a funcao g de forma que seu grafico seja constituido por
segmentos de reta com inclinacdo maior que n em médulo. Para fazer isso, vamos definir

g nos pontos de divisao x; e depois interpolar linearmente entre esses pontos.

Definimos g(z¢) = f(xo) e, para cada i = 1,2,..., N, definimos
9(zi) = g(xi-1) + nd.

Observe que a diferenca entre g(z;) e g(z;—1) é nd, entdo a inclina¢ao do segmento

de reta de (z;-1,9(z;—1)) a (z;, g(z;)) é

g(@;) — g(xi1) _nd
i — Xi—1 )

que é maior que n em modulo.

Finalmente, para cada x € [z;_1, z;], definimos

9(z) = g(xi1) + n(xr — xi0).
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Esta é uma equacao linear com inclina¢ao n que passa pelo ponto (z;-1, g(x;—1)).
Portanto, a funcao g é continua, seu grafico é constituido por segmentos de reta com
inclinagdo maior que n em modulo, e g € B(f,e) porque a diferenca entre g e f em

qualquer ponto é menor que /2.

Por g ser continua em um subintervalo de [0,1], g também é continua em [0, 1],

além disso, g € B(f,¢e), porém, por definicdo, g ¢ F,. Segue dai que F, nao contém

(o.]
nenhuma bola e portanto é magro em C'. Como g € C e nao pertence a U F,, temos

n=1
que C' é de segunda categoria, mas como uma funcao continua ¢ diferenciavel em algum
ponto se, e somente se, pertence a F),, temos que g nao é diferencidavel em nenhum ponto
do intervalo [0, 1]. [ |

Observacao 5.12. FEssa abordagem destaca a importancia do Teorema de Baire na And-
lise Funcional, pois fornece um método sistemdtico para mostrar que conjuntos especificos

de fungoes sGo magros em espagos métricos.
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6 CONCLUSAO

No transcurso deste trabalho, empenhamo-nos na andlise minuciosa dos espagos
métricos, com énfase especial nos espacos de Baire, e exploramos a aplicacao dessa teoria
na demonstragao do Teorema de Baire. Ao longo dos capitulos, percorremos um trajeto
que nos levou desde os aspectos mais elementares e fundamentais de espagos métricos
perpassando por suas propriedades geométricas e topologicas até as implicacoes praticas
do Teorema de Baire em diversas areas da Matematica. Através de suas ramificagoes, pu-
demos perceber sua relevancia em areas como a Andlise Funcional, demonstrando a forga
e a abrangéncia desse teorema na caracterizacao de espagos métricos completos. Além
disso, exploramos implicagoes surpreendentes, como a nao enumerabilidade do conjunto
ternario de Cantor e de um dos espacos mais classicos da Andlise: o espago métrico R,
além da existéncia de fungoes continuas em todo dominio, mas nao derivaveis em nenhum

ponto.

Com isso, a medida que avancamos nos capitulos, pudemos consolidar nosso enten-
dimento sobre os espagos métricos e a aplicacao do Teorema de Baire. Ademais, entende-
mos que com este estudo, conseguimos nao apenas enriquecer o conhecimento teérico, mas
também fornecer bases sélidas para a compreensao e aplicagdo pratica desses conceitos
matematicos de tal modo que a discussao realizada neste trabalho lanca luz sobre um do-
minio fascinante da Topologia, promovendo uma apreciagdo mais profunda das sutilezas

matemadaticas envolvidas.

Contudo, reconhecemos que os topicos abordados neste trabalho representam ape-
nas uma pequena parcela da sofisticada Andlise Matematica. Em suma, esses sdo conceitos
necessarios para o entendimento de temas mais avancados, os quais identificamos como

perspectivas para futuras investigagoes:

o Teoria de operadores lineares e espacos de fungoes;
o Teoria da Medida e Integracgao;

o Equacoes Diferenciais Parciais.

Em ultima andlise, a jornada através dos espagos de Baire reforgou a importancia
da precisdo matematica, do raciocinio légico e da conexao intrinseca entre diferentes
ramos da Matematica. Este trabalho nao se encerra aqui, mas serve como um convite
para explorar ainda mais as profundezas desses conceitos mateméticos e sua influéncia
em diversas areas da pesquisa matematica.

92



REFERENCIAS

DOMINGUES, H. H. Espacos Métricos e Introdugao a Topologia. 2. ed. Sao Paulo: Atual
Editora, 1982. ISBN 8570567057,9788570567055. Citado 2 vezes nas paginas 14 e 21.

KREYSZIG, E. Introductory functional analysis with applications. Wiley, 19809.
ISBN 0471507318. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=
nZmpQgAACAAJ>. Citado na pagina 14.

LIMA, E. L. Elementos de Topologia Geral. Sao Paulo: Editora da Universidade de Sao
Paulo, 1970. Citado na pagina 12.

LIMA, E. L. Espacos Métricos. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e Aplicada,
2020. (Projeto Euclides, v. 6). ISBN 978-65-990528-7-3. Citado 2 vezes nas paginas 12
e 69.

MELO, G. . G. A. . Espacos de Hilbert e suas aplicagoes. Imperatriz: UEMASUL, 2022.
Citado na pagina 70.

93


https://books.google.com.br/books?id=nZmpQgAACAAJ
https://books.google.com.br/books?id=nZmpQgAACAAJ

	Folha de aprovação
	Epígrafe
	Resumo
	abstract
	Lista de Figuras
	Lista de abreviaturas e siglas
	Introdução
	Espaços Métricos
	Definição e exemplos
	Bolas e esferas
	Conjuntos Limitados
	Distância de um ponto a um conjunto e distância entre dois conjuntos
	Isometrias

	Funções Contínuas
	Homeomorfismos
	Continuidade Uniforme

	Linguagem básica da Topologia
	Conjuntos Abertos
	Conjuntos Fechados
	Conjuntos Conexos
	Limites
	Limites de sequências
	Sequências de números reais


	Espaços Métricos Completos
	Sequências de Cauchy
	Espaços métricos completos
	Completamento de um espaço métrico
	Teorema do completamento
	Unicidade do completamento


	Espaços de Baire
	Aplicações do Teorema de Baire
	Não enumerabilidade da reta
	Principio da Limitação Uniforme
	O Conjunto de Cantor não é enumerável
	O conjunto dos pontos de descontinuidade de um espaço métrico completo é magro
	A recíproca do Teorema da Derivabilidade e Continuidade é falsa


	Conclusão
	Referências

