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RESUMO

O calculo fracionario ¢ um ramo da Matematica que generaliza os conceitos classicos de
integracdo e derivagdo para ordens ndo inteiras. Este trabalho apresenta os fundamentos
teoricos dessa area, destacando o papel da funcdo gama na extensdo do conceito de
fatorial. O estudo concentra-se na integral fraciondria de Riemann-Liouville e em
derivadas fraciondrias aplicadas a algumas funcdes elementares. Foram desenvolvidos
exemplos envolvendo integrais fraciondrias de fung¢des poténcia com expoentes
positivos, bem como derivadas fracionarias de fungdes poténcia com expoentes positivos
e negativos e das fungdes trigonométricas seno e cosseno. Os resultados mostraram que

. . . . 1. . ~

duas integrais fracionarias sucessivas de ordem 2 aplicadas a fun¢@o constante f(x) = 1

reproduzem a integral de primeira ordem, resultando em f(x) = x. De forma analoga,
. s . 1 . . ~

duas derivadas fracionarias sucessivas de ordem 3 aplicadas a fungdo f(x) =x

reproduzem a derivada de primeira ordem, cujo resultado ¢ igual a 1. Além disso,
verificou-se que as derivadas fraciondrias das fungdes seno e cosseno apresentam um
padrao consistente para ordens arbitrarias com o auxilio da férmula de soma de arcos,
confirmando a coeréncia da teoria. Conclui-se que o célculo fracionario constitui uma
extensdo natural do célculo diferencial e integral classico, preservando propriedades
fundamentais das derivadas e integrais e oferecendo ferramentas matematicas adequadas
para a modelagem de fenomenos complexos em diversas areas do conhecimento.

Palavras Chaves: Integral fracionaria; Derivada fracionaria; Riemann-Liouville.



ABSTRACT

Fractional calculus is a branch of Mathematics that generalizes the classical concepts of
integration and differentiation to non-integer orders. This work presents the theoretical
foundations of this field, highlighting the role of the gamma function in extending the concept
of factorial. The study focuses on the Riemann—Liouville fractional integral and on fractional
derivatives applied to some elementary functions. Examples were developed involving
fractional integrals of power functions with positive exponents, as well as fractional
derivatives of power functions with positive and negative exponents and of the trigonometric
functions sine and cosine. The results showed that two successive fractional integrals of order

% applied to the constant function f(x) = 1 reproduce the first-order integral, yielding f(x) =

x. Similarly, two successive fractional derivatives of order% applied to the function f(x) = x

reproduce the first-order derivative, whose result is equal to 1. Furthermore, it was verified
that the fractional derivatives of the sine and cosine functions exhibit a consistent pattern for
arbitrary orders with the aid of the angle-sum formula, confirming the coherence of the
theory. It is concluded that fractional calculus constitutes a natural extension of classical
differential and integral calculus, preserving fundamental properties of derivatives and
integrals while providing suitable mathematical tools for modeling complex phenomena in
various fields of knowledge.

Keywords: Fractional Integral; Fractional Derivative; Riemann—Liouville.



Sumario

RESUMO ...t ee s 7
ABSTRACT ..ot 8
1. INTRODUGAO ...t eeeeeeen. 8
2. CONCEITOS BASICOS DE CALCULO FRACIONARIO.........ccocovvrvrrrrrrennnn. 12
0 B O 1 7o) o F:1 (RO 12
21,1 ATTANJOS ..eeutieeiiieiie et eeite ettt ettt e bt et e et e e beeeabeebeessbeebeeeabeenbeeenbeenseenneeenneenens 12
2.1.2 PeIMULAGOCS ....eeeeiviiieeeiiiieeeeciiee e ettt e e ettt e e e et e e e e ettaeeeesabaeeeessssaeeesssseeeeanraeaens 13
2.1.3 COMDINAGOES. .. .ccvvieiriieeiieeeiieeeieeeereeeeteeeetaeeeetaeeeeaaeeesaseessseessseesssseesseeesnseeenns 13

2.2, DUPLO Fatorial ........ooouiiiiieiieeieeie ettt et et 14
2.3, FUNGAO GAMA ...eiiiiiiiiiicieec ettt e et e e e et e e e e e aaa e e e eeaabeeeeenaaeeeeennnees 15
3. INTEGRAL FRACIONARIO .......cocooooviiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e s 27
4. DERIVADA FRACIONARIA ........ccocooiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e, 57
4.1 Derivada fracionaria de poténcia de X .........ccceerieeiiieiieiiieiie ettt 57
4.2 Derivadas fracionarias das fungOes SEN0 € COSSENO.........ccveeerurreerieeeiieeeireeeeieeeereeeans 62
5. CONSIDERACOES FINAIS......cooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 67

REFERENCTIAS. ..o oo ee e e e e s s et e s e e s s s e s e s e e s s s e s es e s sesesesessseseseseneaes 69



1. INTRODUCAO

O célculo diferencial e integral, desenvolvido independentemente por Isaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz no século XVII, constitui um dos pilares da matematica moderna.
Desde sua criagao, os conceitos de derivada e integral t€ém sido amplamente utilizados para
modelar fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos e econdmicos. Entretanto, ja nos
primordios do célculo surgiu o questionamento acerca da possibilidade de estender essas

operagoes para ordens nao inteiras (Teodoro; Oliveira; Oliveira, 2018).

O desenvolvimento dessa ideia deu origem ao calculo fracionario, area da
Matematica que estuda a generalizagdo dos operadores classicos de integracdo e derivacao
para ordens arbitrarias, incluindo niimeros reais, complexos e fracionarios. Diferentemente
do célculo tradicional, que considera apenas integrais e derivadas de ordem inteira, o calculo
fraciondrio permite estender esses conceitos para ordens ndo inteiras, possibilitando uma

descri¢dao mais abrangente de diversos fenomenos naturais (Tieppo; Guzzo, 2018).

O surgimento do cdalculo fracionario ¢ geralmente associado ao ano de 1695, durante
a fase inicial de desenvolvimento do calculo diferencial e integral por Newton e Leibniz.
Nesse periodo, uma carta enviada por L’Hospital a Leibniz apresentou um questionamento

acerca da interpretacdo da seguinte expressao:

1

dz
—f (). (1.1)

dx2
Leibniz respondeu: “Um aparente paradoxo, do qual algum dia, consequéncias uteis
poderdao ser feitas”. A resposta de Leibniz ao questionamento de L’Hospital, aliada as
contribuicdes de diversos matematicos de destaque, como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier,
Abel, Heaviside e Liouville, impulsionou o desenvolvimento das primeiras ideias

relacionadas as derivadas e integrais de ordem nao inteira (Oldham; Spanier,1974).

Além da importancia teodrica, o calculo fracionario possui aplica¢cdes em diversas areas
do conhecimento, como modelagem de materiais viscoeldsticos, oscilador harmoénico,
sistemas elétricos com memoria, difusdo anomala, processamento de sinais, teoria de controle,

dinamica populacional e mecanica quantica. Em muitos desses problemas, os modelos



fracionarios fornecem descricdes mais precisas do que aquelas obtidas pelos modelos

classicos (Oliveira, 2018).

Um dos principais instrumentos matematicos utilizados para introduzir o calculo
fraciondrio ¢ a fun¢do gama, introduzida por Euler como uma generalizacdo do conceito de
fatorial. A qual possibilita estender o conceito de fatorial para numeros ndo inteiros, sendo
fundamental para a formulagdo das integrais e derivadas fraciondrias. Um resultado classico

é

1 1
@)= (-3)r- e
2 2 v
que evidencia a capacidade dessa funcdo de relacionar conceitos aparentemente distintos e

fornece a base para diversos resultados do calculo fracionario (Melo, 2021).

Diferentemente da abordagem tradicional do calculo, em que as derivadas sao
estudadas antes das integrais, o célculo fracionario geralmente inicia sua construcao teorica
pelas integrais fraciondrias. Entre as definicdes mais importantes destaca-se a integral
fracionaria de Riemann-Liouville, que permite estender o operador integral para ordens
arbitrarias por meio da utilizagcdo da fungdao gama. Essa defini¢cao constitui um dos pilares da
teoria e serve como ponto de partida para diversas formulacdes de derivadas fracionarias

desenvolvidas posteriormente (Ferreira, 2024).

Dessa forma, define-se primeiro a integral fracionaria de acordo com Riemann
Liouville, com um método que nos possibilita representar qualquer integral fracionaria,
como o auxilio da funcdo gama, ¢ viavel inserir nimeros ndo inteiros na formula de

integragao desevolvida por Liouville (Zeiser, 2023), permitindo calcular a integral
. f f(x)dx (1.2)
2

€ mostraremos a seguinte equivaléncia

1f 1ff(x)dx=ff(x)dx.
2 2

Existem diversas definicdes que envolvem a expressdao d"/dx™, para n inteiro ou

ndo-inteiro, chamada como derivada de ordem fraciondria, a qual deve obter o mesmo efeito
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de uma derivada simples e regular (Vcubingx, 2019). Com o auxilio da formula de soma de
arcos, verificamos que as derivadas fraciondrias das funcdes senx e cosx possuem esta

mesma propriedade de uma derivada simples e regular.

No estudo do calculo fracionario, um dos resultados mais relevantes é a
generalizagao das formulas classicas de derivacao e integragdo aplicadas a algumas fungdes
elementares. Para fungdes poténcia, por exemplo, os operadores fracionarios podem ser
expressos por meio da fun¢do gama, produzindo resultados que estendem naturalmente as
regras conhecidas do calculo tradicional. De maneira semelhante, as funcgdes trigonométricas
seno € cosseno apresentam comportamentos particularmente interessantes quando
submetidas a derivada de ordem fracionaria, preservando relagdes estruturais que lembram

aquelas observadas nas derivadas de ordem inteira (Morillo; Riera; Yangari, 2022).

Considerando a amplitude do célculo fracionario, este trabalho delimita-se ao estudo
de integrais e derivadas fraciondrias aplicadas a algumas fungdes elementares.
Especificamente, sdo analisadas integrais fracionarias e derivadas fraciondrias de fungdes
poténcia. Também sdo investigadas as derivadas fraciondrias das fungdes trigonométricas
seno e cosseno, buscando compreender como os operadores de ordem arbitraria generalizam

os resultados conhecidos do célculo diferencial e integral tradicional.

A relevancia deste estudo estd relacionada a crescente importancia do calculo
fracionario na Matemadtica e em diversas areas do conhecimento. Além de representar uma
extensdo natural do cdlculo classico, os operadores fraciondrios tém sido utilizados na
modelagem de sistemas que apresentam memoria e efeitos hereditarios, caracteristicas
frequentemente encontradas em fendmenos fisicos e de engenharia. Do ponto de vista
académico, o estudo de exemplos envolvendo funcdes elementares contribui para uma
melhor compreensao dos fundamentos do célculo fraciondrio, tornando seus conceitos mais

acessiveis aos estudantes e pesquisadores interessados na area (Oliveira, 2018).

O objetivo geral deste trabalho ¢ estudar os fundamentos do calculo fracionario por
meio da andlise de integrais e derivadas de ordem arbitraria aplicadas a algumas fun¢des

elementares.

Para alcangar esse objetivo, foram definidos os seguintes objetivos especificos:
estudar a funcdo gama e sua relacdo com a generalizacdo do conceito de fatorial; introduzir a

integral fracionaria segundo a defini¢do de Riemann-Liouville; resolver exemplos de
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integrais fraciondrias de fungdes poténcia com expoentes positivos; calcular derivadas
fracionarias de fungdes poténcia com expoentes positivos e negativos; analisar as derivadas
fraciondrias das fungdes seno e cosseno; € comparar os resultados obtidos com aqueles

provenientes do célculo diferencial e integral classico.

\

Quanto a metodologia, a pesquisa caracteriza-se como pesquisa bibliografica, de
natureza tedrica e exploratoria. O trabalho foi desenvolvido a partir da analise de livros,
artigos cientificos, dissertacdes e teses relacionados ao célculo fracionario. Com base nesse
referencial tedrico, foram realizados estudos e exemplos envolvendo integrais fraciondrias de
poténcias positivas e derivadas fraciondrias de poténcias positivas, poténcias negativas, seno
e cosseno, com o objetivo de verificar as propriedades desses operadores e sua relagdo com

os resultados classicos do calculo.

O presente trabalho estd estruturado em cinco capitulos. Apos esta introducdo, o
Capitulo 2 apresenta conceitos basicos do célculo fracionario, introduzindo o fatorial e a
fun¢do gama. O Capitulo 3 aborda a integral fracionéaria de Riemann-Liouville e apresenta
exemplos aplicados a fungdes poténcia. O Capitulo 4 dedica-se ao estudo das derivadas
fraciondrias de fungdes poténcia. Além de fungdes seno e cosseno, destacando suas
propriedades e resultados. Por fim, sdo apresentadas as consideragdes finais do trabalho,

enfatizando os principais resultados obtidos e possiveis perspectivas para estudos futuros.
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2. CONCEITOS BASICOS DE CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo, serdo apresentados alguns conceitos fundamentais do calculo
fracionario que servirdo de base teodrica para o desenvolvimento e a obteng¢do de uma possivel

solugdo para as equagdes (1.1) e (1.2).
2.1. Fatorial

Presente em diversas areas da matemadtica, o fatorial ¢ uma fungdo f:N - N
representada por um numero natural n!, que ¢ o produto de todos os inteiros positivos

menores ou igual a n. Definido por
11=1
20=2-1=
31=3-2-1=6
n=nxm-1)XxnM—-2)Xx-+x2x1,paran=>1
ou pode ser definida por
nl=nxm-1)»~.

De forma que n seja diferente de 0, conforme a convengdo para nimeros inteiros, o

fatorial de zero é definido como 1.

Existem varias aplica¢des para fatorial, dentre elas temos a analise combinatoria, na
qual identifica trés tipos basicos de agrupamentos: arranjos, combinagdes e permutacdes. Ver

em (Hazzan, 2013).
2.1.1 Arranjos

Os arranjos sao agrupamentos em que se considera a ordem dos elementos. Podendo
ocorrer mudancas no agrupamento se a ordem dos elementos for alterada. O calculo de
arranjos simples de n elementos agrupados em conjuntos de p, ou seja, p a p (p < n), de
forma que o fatorial do numero total de elementos disponiveis ¢ divido pelo fatorial da

diferenga do numero total e a quantidade de elementos que compde o agrupamento, utiliza-se
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a seguinte expressao:

n!
Ay, =———.
" (n—p)!

Como exemplo de arranjo, podemos pensar na votagao para escolher um representante
e um vice representante de uma turma, com 20 alunos. Sendo que o mais votado sera o
representante e o segundo mais votado o vice representante.

4200 _20-19-181
202720 = 2)! 181 T

Dessa forma, podemos observar que o arranjo pode ser feito de 380 maneiras

diferentes, podemos notar também a importancia da ordem na alteracao do resultado.
2.1.2 Permutacodes

As permutacdes sdo agrupamentos ordenados, isto ¢ uma variagdo especifica do
arranjo simples, ocorrendo precisamente quando a quantidade de elementos disponiveis
coincide com o numero de posi¢des a serem preenchidas no agrupamento. Desta maneira, o
denominador na férmula do arranjo ¢ igual a 1 na permutacdo. Representada pela seguinte

expressao

Para exemplificar, vamos pensar de quantas maneiras diferentes 6 pessoas podem se

sentar em um banco com 6 lugares.
Pi=6!=6-5-4-3-2-1=720.

Isso nos mostra que existem 720 maneiras diferentes para as 6 pessoas se sentarem

neste banco.
2.1.3 Combinacoes

As combinacdes sdo agrupamentos de elementos onde a ordem ndo interfere no
resultado, a combinacao ¢ definida exclusivamente pela natureza dos elementos escolhidos e
ndo a posicao ocupada dentro do subconjunto. O célculo de uma combinacdo simples de n

elementos tomados p a p (p < n), ¢ dado pela expressao:
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n!
Cne = iy

Para exemplificar, podemos pensar na escolha de 3 membros para formar uma
comissao organizadora de um evento, dentre as 10 pessoas que se candidataram. De quantas

maneiras distintas essa comissao podera ser formada?

. 100 10-9-8-7! 10-9-8
1037 31(10-3)!" 3171 T 3.2-1

= 120.

Podemos observar no exemplo que nas combinagdes a ordem dos elementos nao ¢

relevante. Obtendo 120 maneiras diferentes para forma a comissao.
2.2. Duplo Fatorial

O duplo fatorial ¢ uma generalizagdo da fung¢ao fatorial usual, definida como o produto
sucessivo de nimero inteiros positivos de mesma paridade. Representado por n!!, ¢ definido

por

. {n(n —-2)(n—4)--2, sen épar,
T lnn-2)(n—4) -1, sen éimpar.

Além disso, o duplo fatorial esta relacionado ao fatorial usual de acordo com as

seguintes identidades,

! =2™n!, sen épar,

k' = (2n)!
(n-D=——0,

sen é impar,

que sdo frequentemente utilizadas na dedugdo de propriedades da funcdo gama para
argunmentos de semi-inteiros. Por convensdo 0!! = 1 e (—1)!'=1. Diferentemente do fatorial
usual, que envolve o produto de todos os inteiros positivos até n, o duplo fatorial considera

apenas os termos da mesma paridade de n, decrescendo de duas unidades a cada fator (Callan,

2009).
Exemplo 2.2. O duplo fatorial de 7 e 8 sdo, respectivamente,
M=7-(7-2)-(7-4)-(7-6)

7M=7-5-3-1=105
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8l=8-(8—2)-(8—4) -(8—6)
8l=8-6-4-2 =384
2.3. Funcao Gama

Baseando-se nos estudos de Euler (1707-1783) sobre movimentos harmonicos
iniciados em 1729, a fun¢do em questao serd apresentada por meio de sua representagdo como
integral impropria cuja definicdo ¢ dada como segue. Uma das consequéncias, ¢ que a fungdo
fatorial através da fun¢do gama pode ser definida exclusivamente para ndo inteiros (Melo,

2021).

Definicao 2.1 (Fun¢iao Gama). Seja z > 0, definimos a fungdo gama pela seguinte integral
impropria

[oe)

I'(2) =ftz‘1e‘t dt.

0

Com o objetivo de generalizar a ideia de fatorial de um nimero natural, a funcdo gama
cuja notagdo I' foi atribuida por Legendre em 1811, tornou-se essencial em campos como a
dinamica dos fluidos e a astronomia. De acordo com Melo (2021), sua aplicabilidade estende-
se at¢ mesmo ao estudo estatistico da frequéncia de terremotos. A partir de tal funcao ¢
possivel realizar o calculo do fatorial para argumentos complexos, o que fundamenta as

operacgdes de ordem ndo inteira no célculo fracionario.

Fazendo a demonstragdo de como calcular a funcdo gama para inteiros positivos,

temos:

1. Vamos calcular I'(1) = 1.

r'(1) =f t1~le tdt
0

= f e tdt
0



0
-1y
j—oo | e 0
- 0—1
lime’
]—)OO
2. Vamos calcular I'(2) = 1.
r2) = j t> l.e7tdt
0
= f t-etdt.
0
Integrando por partes,
u=t= du=dt
{fdvzfe‘tdtzvz—e‘t+c.
Dai,
ft-e‘fdtz t-(—e_t)—j—e_tdt
=—t-e t+fe‘tdt
=—t-et—et+c
Consequentemente,

= lim(—t-et—e™t) {;

Jj—

(2.1)

16
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i ( t 1)1
=lim|————
jooo et et 0

Portanto,
re) =1.

3. Vamos calcular I'(3) = 2.

r'(3) =f t?71.e7tdt
0

=] t?-e"tdt. (2.2)
0

Integrando por partes,

u = t? = du = 2tdt,
fdvzfe‘tdt:vz—e‘t.

Dai,

ftz e tdt=t%-(—e)t — j —e~t.2tdt

=—t2.e7t 4+ 2fte_t dt

=—t2. et —2t-et—-2et+c.

A integral na segunda igualdade ja foi resolvida em (2.1). Aplicando em (2.2),

obtemos



2
=(0-0-0)+0+7.

Portanto,
rQa) =2.
A partir da defini¢do 2.1, obtem-se as seguintes propriedades:
Propriedade 2.1: Para todo z € R, temos
I'(z+1) =zI'(2).
Demonstracdo.

Substituindo I'(z) por I'(z + 1) e obtemos,

[o e}

Nz+1) = j tz+D-1p-t gt
0

o0
= f tZetdt
0

j
= lim | tZe"tdt.

j—o© 0

Por integragdo por partes, obtem-se

_ t,zy Yt
I'(z+1) —]11_)r£10|—e ttZ|0+Zj —e 'tz 14t
0

. 0% «
= —lim —e‘ij+—+Zj tZ e tdt
j—oo 1 0

0
=0+ zf tZ le~tdt.
0

Dessa forma, chegamos a seguinte recorréncia:

18
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['(z+ 1) = zI'(2).

Propriedade 2.2: Para todo z € R, temos
'z+1) =z
Demonstracao.

A demonstracdo da propriedade 2.2 segue diretamente da propriedade 2.1. De fato,
pela propriedade 2.1, a fun¢do gama de z + 1 ¢ igual z!, para todo z pertencentes aos reais.

Em particular, o resultado ainda continua valido para 0 < x < z, e como resultado
I'(z+ 1) = zI'(2).

Isso nos garante que a fun¢do gama de z + 1 serd z!, demonstramos isso de forma que

satisfaca a relagdo,
I'z)=(=-1)!,z€ N,
de fato, aplicando essa relagdo sucessivamente, temos :
I'z+1) =2zI(2)
=z(z—-DIl'(z—-1)
=z(z—-1)(=z-2)-1.

Com isso, para niimeros inteiros positivos, a recursividade da propriedade cai na

definicao de fatorial. Isso significa que
'z+1) =2z
O

Assim fica facil ver que a fungdo gama de 1 ¢ exatamente 1, pois para z = 1, temos

que I'(1) = 0! = 1, valido para z = 1.

Isso mostra que a fun¢do gama ¢ de fato uma representacdo do fatorial para nimeros
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inteiros ndo-negativos. Essa recorréncia ¢ fundamental quando analisamos nimeros ndo

naturais. Podemos utilizar I'(z + 1) = [ Ooo t(#+D-1e-t 4t para constatar que I G)

Vamos demostrar como calcular a fun¢do gama para racionais positivos.

1. Mostrar que I’ G) =/

Utilizando mudanga de variavel, obtemos,

t =1r?=dt = 2rdr.

Substituindo na integral,
1 « 1
F(—) =] (r2) 2e~"" 2rdr
2 0
=] r~le~" 2rdr
0
=f e~ 2dr.
0

Primeiro substituiremos r por x,

1 © .,
I‘(—) = f e* dx.
2 0

V.

(2.3)

Para simplificar nossa conta, vamos considerar uma nova fun¢do I: R — R dada por

I1(x) =f e~ dx.
0

Em seguida multiplicamos pela mesma integral, mas com variavel y, vamos resolver a

integral
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169100 = |

e‘xzdx-f e‘yzdy.
0 0

Chamamos de I cada integral e reescrevemos como integral dupla,

12=f je‘xze‘yzdxdy
0 0

=f f e~ "+ dxdy.
o Jo

Reescrevemos em coordenadas polares podemos observar que r vai de 0 a infinto € o

angulo 6 vaide 0 a g
TL'
2

o[
0

Resolvendo por substituicao,

too
j e " rdrd®.
0

du
u=-r?=——=rdr
2
v 2 Ly
Iz_f7 e’ de—jm1d0—2|102 gl
0 2 o 0o 2 2 1, 4
Portanto,
[ Vi
==
Podemos observar que gama de % serd o valor de I vezes 2:
1
r (—) =2l =+/m.
2
2. Vamos calcular T G), utilizando a recorréncia I'(z + 1) = zI['(2).
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3. Vamos calcular T’ G)

(@-ren)-3r)-32E-5E

5. Vamos calcular T’ G):

2

()=o) -Dr(Q)-] T2

1 —
2 2+ 2 8 16

As propriedades apresentadas a seguir decorrem da relagdo funcional da fun¢do gama
e sdo aplamente discutidas na literatura sobre funcdes especiais e calculo fracionario

(Almeida, 2023; Lustosa, 2022).

Propriedade 2.3: Considerando que z ¢ um niimero natural, entao

() =376

Por consequéncia da propriedade 2.1 (I'(z+ 1) = zI'(z)), fazendo a seguinte

substitui¢ao
v
z= >
Entao,
+1_v+1_v+2
v =3 =—

Aplicando na propriedade 2.1

() =rG)-3rQ)

Portanto,



") =376

Propriedade 2.4: Considerando que n ¢ um numero natural, entdo

() -

Usando a propriedade 2.3:

() =376

Tomando z = 2n — 1, onde n é um nuimero natural

l“<2n+1)_2n—1r<2n—1)
2 2 2

23

Aplicando a Propriedade 2.3 recursivamente e finalizando com o duplo fatorial,

obtemos

F(Zn—l)_Zn—lr(Zn—l)
2 2 2

2n—1 2n—3 (271—3)
2 2 2

_2n—1 2n—3 2n—-5 <2n—5)
2 2 2 2

_2n—1 2n—3 2n-—-5 F(l)
2 2 2 2

)

Propriedade 2.5: Considerando que n € um numero natual, entdo



"(G-n) = G ()

Utilizando a propriedade 2.2 (F(z +1) = ZF(Z)), ¢ reescrevendo da seguinte forma,

rz) =+t

1
Tomando z = S obtemos

SR ) N
) GG

Como existe n fatores no denominador, podemos reescrevé-los como

GG () == -2

Assim,

Observa-se que,

R



Substituindo na expressao anterior

F(}_n)_ r(3)

(1)n(2n nH!

B (—p)m2m r (1)
S n=-D1 \2/)
Portanto,
1 (=pnm2™ 1
r <§ B ”) “@n-Dn' (E)

Como I’ G) = +/ também podemos escrever

1 (=12
F(E_ ”) (2n — 1)"\/—

Isso conclui a demonstracgao.

O

Utilizando F( ) \m, é possivel encontrar valores da fungdo gama para fragdes
negativas com denominador 2. Observe os exemplos

1. Vamos calcular I’ (— %)
1 1

r(—%):r(_71+1) F(21):£7§ Y=

2 2 2

2. Vamos calcularF( )
3y T3ty (o) (e _avE
(‘E) 3 _3 3 3
2 2 2

Vamos calcular T’ (— g)

25
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_5 3y 4
F(‘g)zr( _2§+ 1)=F(_;2)= _3% Jf'(‘%)“%-

n_rCg+n) 13 -BE (avm) 2y 16
F<_E> _% _% - _; _(_ 15>'(_?> 105

o _1(3+1) 1] BE em oo
F(_§>_ 9 _3 a _% _(105>'< 5) 975

A partir dos exemplos, percebesse que a fungao gama facilita o manejo da fatorial,

fornecendo melhor suporte durante andlise de céalculos e outras aprimoragdes.
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3. INTEGRAL FRACIONARIA

Um contexto interessante que envolve funcdo gama, ¢ o calculo fracionario, ou seja,
calculo de ordem ndo inteira, no qual primeiramente ¢ estudada a integral fracionaria e

posteriormente a derivada fracionaria.

Ao analisarmos a fungdo /x, que pode ser escrita como x%, percebe-se que estd meio
caminho de ser uma constante e uma func¢do linear. Ou seja, poténcias fracionarias de x
servem para interpolar entre os polindmios basicos. Desta forma, sabemos que derivadas de
polindmios geram outros polindmios de grau menor, e com isso poderia construir um tipo de

derivada fracionaria que interpola as derivadas ordinarias com polinomios?

Tabela 1. Demonstragdo de derivadas.

d° d! d? d?
mx =X Eﬂﬁ = 3x2 Wﬁ = 6x ﬁﬁ =6

Analisando a Tabela 1, observamos que cada derivada reduz a poténcia em um grau

1
. o e A , . dz

(1°), entretanto existem funcgdes que se encontram entre polindmios basicos, como | — | x3,
dx2

as poténcias fracionarias de x. Sera que a derivada de ordem meia de x3 tera como fator x%°?

1
az ?
— | x® — x?5

dx2
Nao ¢ bem assim, pois € necessario entender as propriedades necessarias de uma
semiderivada. A derivada de ordem 2 ¢ a derivada sucessiva de 1* ordem duas vezes. Por

exemplo,
d? d\/d
— |x3=(—])(=—)x3 = 6x.
dxz)” (dx) <dx> x x
1

;. . . dz2
Usando a mesma logica, devemos encontrar a derivada de ordem meia { — |x3 tal
dxz

que,
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1 1
d dz dz ,
—x°=|—F || —3 |x° = 3x~

dx2 ) \dx2

Entretanto ndo ¢ simples assim, vamos entdo analisar integrais fracionarias para

resolver o problema das derivadas fracionarias.

3.10rdem de uma Integral

De acordo com Leithold (1994), o Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma
relacdo direta entre os processos de derivacdo e integracdo. Em sua formulagdo geral, se f ¢

uma fungdo continua no intervalo [a, b], entdo a fun¢ao

F(x) =] f(t)dt, (3.1)

a < x < b, é continua em [a, b], diferenciavel em (a, b) e possui derivada igual a funcgio

integrada, isto €
F'(x) = f ().

Além disso, o teorema garante que, sendo f continua em [a, b], a integral definida de

f nesse intervalo pode ser calculada por meio de uma primitiva F de f, de modo que

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Definindo o operador J como representacdo da integral de uma fungdo integravel.

Define-se a integral de f como

JfG) = f f@dt,

se f é integravel no intervalo [a, b],a < x < b.

Visto a integral iterada, conduz a busca de uma formulacao que possibilite determinar

diretamente uma integral de ordem superior. Nesse contexto, a Identidade de Cauchy
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desempenha papel fundamental ao fornecer uma representagdo equivalente para integrais
repetidas. Por meio dessa identidade, a integral de ordem n € N, pode ser expressa em termos
de uma unica integral envolvendo a fungdo original, eliminando a necessidade de calcular

sucessivamente as integrais de ordens inferiores.

Teorema 3.1 (Identidade de Cauchy). Se f é uma fungéo integravel no intervalo real [a, b] e

n € N,n > 1, entao

) = f (x — O () de

1)'

Demonstracdo: Adapatado de Almeida, (2023). De acordo com o Principio de Indugdo

Matematica,
i. Casobasecomn =1,

O resultado decorre diretamenta da defini¢do (3.1), pois

IO = j (x = O () de = J'f ().

1)'
ii.  Hipotese de Indugao

Considere um numero natural k > 1, tal que

1
170 =g | G- 0o

A partir da relagcdo de recorréncia, constata-se que a aproximagao da integral interada

JEf(x), possui ordem de convergéncia k + 1, tal que

]"+1f(x)=](]"f(x))= | JeF ) du = | ( — f (- 1f(€)d€>

- k- 1)| f f (u— )< 1F(€) dédu

Visto que os limites de integragdo variam no intervalo [a,x], podemos permutar a
ordem de integragdo por meio de um reajuste que mantenha inalteravel a regido de integragao

considerada. Assim,
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1 X X
Y@ = =] L (u — O F(§)du de

- =), -] o

1 X
- 7| c-orr@a

Conforme previsto, o resutado valida a hipdtese de indugdo para o caso k + 1.

3.2 Integral de ordem fracionaria de Riemann-Liouville

Uma integral de ordem ndo inteira ¢ definida como integral fraciondria, embora o
termo “ordem arbitraria” seja mais adequado, pois calcular este tipo de funcao significa que a
fun¢ 3o serd integrada um numero finito, n-vezes, em que n pode ser um numero real ou

complexo, o qual depende da notacao de integral de ordem n.

Conclui-se a analise ressaltando que € possivel, ao menos em parte, a substituir o
fatorial (n — 1)! Por sua respectiva generalizagdo, a fun¢do gama I'(n). A partir da Identidade
de Cauchy, torna-se possivel indroduzir a defini¢do da integral de Riemann-Liouville
(Morphocular, 2022) ¢ um dos métodos aqui apresentados. A definicdo a seguir estd apoiada

neste fato.

Definicdo 3.1 (Integral Fracionaria de Riemann-Liouville). Seja f:[0,00) — R uma

funcdo integravel e n € R,. A integral de Riemann-Liouville de ordem n, ¢ definida por

ftf(x)dx" = 1 ft(t — )" f(x)dx (3.2)
n’0 I'(m) Jo ’

onde I'(n) representa a fungdo gama. Para valores inteiros positivos de n, tem-se
I'n)=(-1)L

Neste trabalho, a notagdo dx™ sera utilizada como uma representagdo simbolica da

integracdo de ordem n. Embora a definicdo seja valida para fungdes integraveis em geral, no
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presente trabalho serdo consideradas principalmente fungdes poténcia de forma geral f(x) =
x™,comm € R, uma vez que tais fungdes serdo utilizadas no desenvolvimento de resultados

posteriores.

A partir da formula (3.2), € possivel obter integral de ordem fracionaria. Em particular,

1 .
tomando n = > obtém-se

1 t 1 p
%)! fo(t—x) f(x)dx.

t 1 1 t 1,
%fo f(@dxu@ fo (¢ — )2 f (x)dx =

Utilizando a relagao I'(z) = (z — 1)!, paraz = %temos
"(5)=(-3)"
2 - 2 s

Como T G) = +/m, conclui-se que

Dessa forma, a defini¢do da integral fracionaria para n = % assume a forma
‘ i1t L
j F)da? = — j (t — %) 2f (x)dx.
% 0 Vi Jo

~ . . , - . . . 1
Essa expressao representa a integral fracionaria de Riemann-Liouville de ordem >

também denomida de semi-integral. De modo geral, a defini¢do (3.2) permite estender o

conceito classico de integragdo para ordens arbitarias positivas.

A integracdo ¢ uma das operagdes fundamentais do calculo. Por exemplo,
f ldx =x+C.

Entretanto, quando a ordem da integracdo nao ¢ inteira, torna-se necessario recorrer
aos operadores do calculo fracionario. Nesse contexto, a integral de Riemann-Liouville

fornece uma generalizagdo natural da integral cléssica, o qual permite calcular a integral de
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1 1 dx de ordem n de uma fungao integravel.
2

Além disso, quando n € um numero inteiro positivo vale a relagao
I'(n) =(m-1)
de modo que a defini¢do (3.2) pode ser escrita na forma

1

n fo FOd" = =, fo (£ — )" F(x)dx. (33)

Portanto, a expressdo (3.3) constitui um caso particular da definicdo (3.2) para valores
inteiros positivos de n. Se for usar essa féormula diretamente, as contas seriam muito longas,

para diminir, vamos resolver algumas integrais especiais separadamente.

Proposicao 3.1: Seja f: R — R uma fungfo continua. Calcular a seguinte integral
900 = [ (¢ =2 G

paran = %e f(x) € {x,x?%,x3}.

Demonstra¢do: Vamos verificar cada caso.

Caso I: f(x) = x.
900 = [ € -0

Serd utilizado o método de integragdo por partes para resolver essa integral, por
comodidade, usaremos a integral indefinida nas substitui¢des. Inicialmente, temos que

resolver a seguinte integral:
1
V= f(t —x) 2dx. (3.4)
Fazendo a seguinte substitui¢dao, obtemos

w
w=t—x=>—=-1= —dw = dx.
dx
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Aplicando em (3.4)

_1 _1 w3t wi 1
v=]w 2(—dw)=—jw 2dw = — T =- =-2(t—x)2. (3.5
—§+ 1 3

.. . . ~ . t -1
Utilizando o método de integragdo por partes na integral [ 0 (t —x) 2 - x dx, temos

{ u=x =du=dx

1 1
dv=(t —x) 2dx = v =-2(t — x)2.

Aplicando em (3.5),
91(x) = f(t - x)"% - x dx
1 1
—x-(=2)- (t—x)i—f—za—x)idx
1 1
=-2x(t—x)z2+2 j(t —x)2dx
1 2 3
=-2x(t—x)2—2 -§(t—x)7
1 4 3
= —2x(t—x)2 -z (t - x)2.
Caso 2: f(x) = x2.

g.(x) = f(t - x)_%x2 dx.

Utilizando o método de integragdo por partes,

{ u=x%= du = 2xdx

1
dv=(t—x) 2dx = v = -2Vt —x.

Vamos calcular a fungdo g, (x) pela integra¢do por partes

g2(x) = f(t - x)"% - x? dx



= x?(-2Vt—x) - f —2(t — x)% - 2x dx

1
=—2x2\/t—x+4f(t—x)?-xdx.

Integrando por partes a expressdo [ xvt — x dx, obtemos

{ u=x=du=dx;

1 2 3
dv=(t—x)2dx = v = —§(t—x)2.

O calculo da segunda igualdade ¢ da seguinte forma:

1+1

1 1 1 w2 w
jdv=f(t—x)2dx=fwz(—dw)=—fwzdw=—1 =-—=
2t 2

NI

Temos

fx(t—x)%dxzx(—E (1:—x)3)—f—z (t—x)3dx

3 3
2 2 3
= -2z (t—x)3+§fwf(—dw)
2 2 (watt
=—=xy/(t—x)3—=
3 3\2 41
2
2 2 2 5
=—§x\/(t—x)3—§-gwf

= —gx\/ (t—x)3 —%\/ (t —x)>.

Aplicando o resultado de g,, concluimos que

g2 (x) = —2x%t —x + 4<—§x\/(t —x)3 —%M)

e (e N[ E N oyl

2 3
—§(t - x)2.

34



Caso 3: f(x) = x3.
gz(x) = f(t - x)_%x3 dx.

Utilizando o método de integracao por partes,

{ u = x3 = du = 3x%dx

1
dv=(t—x) 2dx = v = -2Vt —x.

Calculando a fungao g;(x) pela integragao por partes

93(0) = f (t — x)"2x% dx

35

=x3(-2VE—x) — f —2(t - x)% - 3x? dx

1
= -2x3t—x+ 6fx2(t — x)2 dx.

Integrando por partes a expressdo [ x%v/t — x dx, obtemos

{ u=x%= du = 2xdx

(x)dv = (t — x)%dx == _g(t — x)%.

O calculo de (*) ¢ da seguinte forma

+
=
IR

jdv=f(t—x)%dx=fw%(—dw)=—fw%dw=—W§ =—%
2

N =

Temos

(3.6)

2 3
—§(t - x)2.

fxz(t—x)%dx=x2 (—%M)—j—g (t—x)3-2xdx

2 4
=—§x2 (t—x)3+§fx (t —x)3 dx.

Integrando por partes a expressdo [ x4/ (t — x)3 dx

(3.7)



u=x=du=dx
3 2 3
(xx)dv=(t—x)2dx => v = —§(t — x)2.
O calculo de (**) ¢ da seguinte forma

3

[NTS;

+1

36

fdvzf(t—x)%dxsz%(—dw)z—fw%dwz—wz =—WT=—§(t—x)%.
2

N W

Dai,
fx (t—x)3dx=x<—§(t—x)g)—f—§(t—x)gdx
2 5 2 5
:_Ex(t—x)z +§f(t—x)2dx

541

2 5 2((t—x)2
T ] B
> S\ 241
2

2 5 4 7
= —gx(t — .X,')Z + g(t — .X,')z.
Substituindo em (3.7), temos

[ e nrar =~ 2T +5 (- gx(e - 0+ 50— 007)
X X X = 3x X 3 5x X 35 X

2

8 5 16 7
3% J(Et=x) 15x(t x)2 + 105 (t —x)2.

Aplicando esse resultado em (3.6)

gs(x) = =2x3t—x+6 (—%xzm — %x(t — x)% + %(t — x)%>

16 5 32 7
= —2x3Vt —x — 4x?/(t —x)3 — ?x(t —x)Z+ ﬁ(t - x)2.

Proposi¢ao 3.2: Calcular a seguinte integral



h(v) = fsin"(v) dv

paran = 2,4,6¢ 8.

Demonstragdo: Pela tabela de integral em Leithold (1994, p. 714), temos

1 n—1
jsin"(v) dv = —Esin"_l(v) cos(v) + T,[ sin™2(v) dv.

Caso 1: Paran = 2.

h,(v) f sin?(v) dv

1 2—1

= —Esinz_l(v) cos(v) + T,[ sin?72(v) dv
1 1

= —Esin(v) cos(v) + Ef 1dv

1
= —Esin(v) cos(v) + Ev.
Caso 2: Paran = 4.

hy,(v) = fsin‘*(v) dv

1 4—-1
= —Zsin‘*"l(v) cos(v) + Tf sin?(v) dv

v sin(v) cos(v)

__ 1.3 3
=—sin (v)cos(v)+z<§ T)

3v  3sin(v) cos(v)

=— Zsin3(v) cos(v) + 5~ e

Caso 3: Paran = 6.

hs(v) = jsinﬁ(v) dv

37
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1 6—1
=— gsinﬁ"l(v) cos(v) + Tf sin*(v) dv

) 5( 1 3v  3sin(v) cos(v)
= — gsms(v) cos(v) + ‘ (— 75 (v) cos(v) + 5~ 1 >

1 5 5v  5sin(v) cos(v)
T inS _ .3 o
= —¢sin (v) cos(v) 22 5in (v) cos(v) + 16 32 .

Caso 4: Paran = 8.

h,(v) = jsins(v) dv

1 8—-1
=— §sin8‘1(v) cos(v) + Tf sin®(v) dv

=-3 sin’(v) cos(v) + <

7 (5_17 - <l sin®(v) + > sin3(v) + > sin(v)) COS(”))

8\16 6 24 32
35v 1 7 35 35sin(v)
— | Zcin? s 05 s 23
=178 <8sm (v)+—4851n (v)+—19251n (v)+—256 >cos(v). O

Vamos mostrar que a integral dupla de ordem fracionario ¢ igual a integral usal, ou

f fldxzfldxzx.
1] 1
2 2

Primeiramente, vamos calcular a integral 1 1 dx usando o método (3.2).
2

seja,

1. Vamos calcular f;(t) =1 fot fo(x) dx, onde fy(x) = 1.
2

fi(0) = f 1 dx?

1 t 1
= —f (t—x)z"t-1 dx
0

-1
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=\/iﬁ jot(t—x)_% dx

Utilizando o método de integragdo por substituicao,

u=t—x = —du = dx.

Temos
1t 1 1 f_; 1wt t 1 t
fl(t)=ﬁj;u 2(—du) = = 2 duz—ﬁ —%+1 =—ﬁ(2\/t—x)0
0
=—%(2\/t—t—2\/t—0) =—%(—zﬁ)=%ﬁ
Portanto,
2v/x
f1(x) \/;

7 . . , e . . , 1
Usando o método de integral fracionaria, temos que a integral fracionaria de ordem 3

. 2Vx
de 1 sera T

2. Vamos calcular f,(t) =1 fot f1(x) dx, para f;(x) = %
2

tZ\/E
2\l) = —d
£ %foﬁ"
1, 2vVx
— _ 1_
_(__1 j(t x) \/_dx
2
\/1_ \/2_ (t—x) 2\/_dx
=E o dx
/i
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-2 j t \[z dix. (38)

~ X
Isolando x da expressao P

X
(3.9)

2
X X
= u? = = u? = :
t—x t—x

Aplicando racionalidade linear fracionaria,

tu?

1+ u?

u(t—x) =x = tu? = x + xu*> =

Portanto,
= tu” 3.10
r=r (3.10)
Derivando,
du 2tu-(1+u?)—2u-tu?
dx (1 4+ u?)?
_ 2tu+ 2tu’ — 2tu’
(1 +u?)?
2tu
= dx = (3.11)

.
A+u22™

Substituindo (3.9) e (3.11) em (3.8), obtemos
(t)—zft < 2tu d)
f2 _nou(1+u2)2 v

- [ ' (Grmme). (3.12)
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Para resolver essa questdo, vamos fazer a seguinte manipulacao

= ¢ d 3.13
U—fmu. ( )

. o . d
Usando a seguinte substitui¢io s = 1 + u? e derivando ﬁ = 2u, obtemos

ds_ P
> = udu.

Aplicando (3.13), temos

ds
jT lj _2 1 [ s72t1 1 s 1
v=|S==]|s"ds==- == —=——,
sz 2 2 \—-2+1 2 -1 2s

Invertendo a substitui¢do, obtemos

1
R TC P
Usaremos a integragao por partes
w=u=dw =du
{d i -
= — e —_————_—_——
YT+ ™M TV T T2+ wd)

e substituindo na equacgao (3.12),
4t (* u
10 =7 | ()
-2l aarm) - Garem) ]
T earwe) T Gars) ™

-l | )]

t

= % (——u> + 1arctg(u)du]

21+ u?)/) 2 0
= %[— (ﬂ-f-—uuz)) +t- arctg(u)du]:. (3.14)
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tu
(1+u?)

Fazendo uma manipulacdo na expressao e aplicando em (3.10) e (3.9)

tu? 1 t—x Vx-x
= =x- = N Vt—x =+/xt — x2.
x

tu u
u2+1 u u2+1 u X

Substituindo em (3.14), temos

2 x|
f2(t) == —xt —x?+t-arctg ’t—xl
i 0

t—x

SN

— (\/xt — xz): +t- arctg( ad > ] (3.15)

t

~ X . . .
Vamos calcular separadamente a expressao arctg( /;) usando limites, pois
0

. . ~ . t < 4
quando aplicarmos t diretamente na fragdo dentro da expressdo, temos 5> © que ndo ¢€

permitido. Portanto, temos

t
Partindo disso, calculemos a expressao arctg ( /é) :
0

t ad t = li t ad t 0
arctg t—xo_xlir% arctg /t—x arctg| -5
X
= arctg <1in} /m> —arctg(0)
x— -

=arctg (+o) -0

E.

Usando esse resultado em (3.11), obtemos
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f(t) = %[(—\/t t— tZ) - (—\/Ot - 02) + t%] =t
Substituindo t por x, concluimos que

£2
fo(x) = 1f %dx = X.

Diante disso, integrando este resultado utilizando o mesmo método e ordem, obtemos

como resultado x. Ou seja, a integral usual de 1 ¢ a integral fracionaria dupla de ordem .

2
Sabemos que a integral usual de x ¢ x? Utilizando o método de integral fracionaria de

1 .
ordem > de x, mostraremos os seguintes resultados

3

f d 3 f4xid

xax 2 ——=ax

3 4x2  sVm x?
x —.

3V 2

Em outras palavras, devemos mostrar que

xZ

f jxdx=fxdx=—.

1) 1 2
2

2

3. Vamos calcular f5(t) =1 fot f>(x) dx, para f,(x) = x.
2

t

f3(t) = 1foxdx

) ﬁ]ot(t - x)%_l -xdx

= % fot(t—x)‘%-x dx. (3.16)

Aplicando a fungdo g;(x) da proposi¢do 3.1 em (3.16),
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1 t
f3(t) =\/_Ef0 (t—x)"%-xdx

3\

(—Zx(t - x)% - g (t—x)2 )O

[(—Zt(t — )2 —g(t - t)%) - (—z L0t — 0) — g (t — 0)5)]

Substituindo t por x, concluimos que

4 3
fa(x) = Exz .

3

4. Vamos calcular f,(t) =1 fot f3(x) dx, para f3(x) = %xz :
2

3

t 4
ﬁ(ﬂ==1f gyﬁxidx

1 ff 1, 4 3
= — | (t—x)2  ——=x2 dx
(1_1)! 0 3V
2
1 3

L2 bl
_\/53\/50 x) 2x2 dx

RS CE

=) = (3.17)

3

Vamos simplificar a seguinte expressdo | 0 dx. Substituindo,
Vt—x

u=+x=x=u’

Derivando,
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dx = 2udu.
Portanto,
V%)’ u
dx = 2udu = Zf (3.18)
Vi—x N Nl
Utilizando o método de integragdo trigonometrica e derivando, obtemos:
u =/t -sin(v) = du =t - cos(v) dv.
Aplicando esse resultado em (3.17), deduzimos que
4
u t-sin(v
2f—du=2 (Ve sinw) -/t - cos(v) dv
Vit — u? . 2
t — (Vt - sin(v))
t2\/t - sin*(v) - cos(v) p
= v
\/t - (1 —sin?(v))
t2\/t - sin*(v) - cos(v)
=2 f dv
JJt - cos?(v)
t2\/t - sin*(v) - cos(v)
=2 f dv
Vt - cos(v)
= 2t? f sin*(v) dv. (3.19)

Aplicadando a fung¢do h, da proposi¢do 3.2, temos

zf u* 2 1 () ()+3v 3 sin(2v)
— du 4sm v) cos(v) + T :

Usando o teorema fundamental da trigonometria, obtemos o cos(v)

N
=

u
sin(v) = — = cos(v) =

Ve
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. . u
aplicando arco-seno em sin(v) = G temos

v=sen " |—=|

Ve

Usando esses resultados em (3.19)

G

e (A ()5 250

—ulVt—u? 3 ru\ 3uvt—u?
"\ T Tt ( )_—'

Usando esses calculos na equagdo (3.16) e substituindo u = /x,

(D) = 4 9p2 <—u3\/t—u2 3 1(u)_3u\/t—u2>t

31 TR S W 8t

3
8 [ —xzvt—x 3 Vx\  3tVxVt—x

= [ T St (D) 22 T (3.20)
31 4 8 NG 8

Q) (+%) (xx)

Cada uma das expressoes dentro dos parenteses serao resolvidas sepadamentes, como

mostra baixo

t

+0=0;

4

N NTw
(*):< ) 4 4 4

(—Jﬁ-ﬂ)_(—@-ﬂ)z_\/ﬁo

t

(xx) = % 3t?sen”? <£> = Etzsen‘1 <ﬁ> — Etzsen‘1 <ﬁ>

vt 8 Vi) 8 N
0
_ 3t?’sen™'(1) 3t’sen™'(0) 3t*> m 3t? 0 _ 3t’m
B 8 8 8 2 8 16’

—3Vx\t — x)t B (—3\/?\/t — t) (3\/5\/1: — 0) _o
8 B 8 B 8 B

0

Substituindo (*), (**) e (***) em (3.20), temos
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8 (3t°m\ 1
- — 42
f‘*(t)_an< 16> 2t

Substituindo t por x, concluimos que

2

X
fa(x) = P

3
4x2 . .- .
Como resultado =2 integrando este resultado utilizando o mesmo método e ordem,

2
X
temos como resultado 5

A integral usual de x? é

3
x

2dx = —.
fx X =

. . L 1
Usando o método de integral fracionaria de ordem 5 de x? duas vezes, obtemos

5
f 24 5 fl6xid
x“dx 2 X
: 16x2 3/ 15Vm 3

15vm 3’

ou seja, devemos mostrar que

53

f fxzdxzfxdxz—.
1) 1 3
2 2

5. Vamos calcular f;(t) =1 fot fo(x) dx, para fo(x) = x2.
2

AGES f ¥ dx
0

1 t 1
= —j(t—x)?_l-xzdx
0

31

= \/iﬁ jot(t — x)_% - x2% dx. (3.21)
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Aplicando a fungdo g,(x) da proposi¢do 3.1 em (3.21),

_ 2 4_ t
fi(D) = __2xzm+4(_§xm_ﬁm)]o

- 8 16 ‘
= [-2x%\Vt —x — §x\/ (t —x)3 — Ew/ (t— x)5] .

i 0
Resolvendo cada expressao de dentro dos cochetes separadamente,

(—2x2VT=x), = (-2t2VT—1) — (-2 0%VE = 0) = 0;

t

(357 =~ (i)

0

N| U

(-5/EF), = (7o) - (- V@ 07) = 59 = g6

Aplicando em f; (x) temos

AO =56
Portanto,
hto) = 123— :
6. Vamos caleular f;(&) =1 [y f,(x) dx. para f; () _ 1 .3

15V

5

t 16 s
fz(t)zf x2 dx
1Jo
2

15Vnm

: ]t(t 1203
= - — X X X
(%_1)! 0 15V7
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= (\/_) (3.22)
1577.' o Vt — x
. . ) . .
Vamos simplificar a seguinte expressdo | N dx. Substituindo e derivando
u=+Vx = x = u? = dx = 2udu.
Aplicando o resultado em (3.22)
()’
u
dx = 2udu = 2] (3.23)
vt—x vt —u? \/t—u2

Utilizando o método de integragdo trigonometrica e derivando, obtemos:
u =/t -sin(v) = du =t - cos(v) dv.

Aplicando o resultado em (3.23)

(vt sin(v))6
t—(Ve- sin(v))2

Vt cos(v) dv

ZJ-J%du:Zf\/

t3 sin®(v) V't cos(v)

\/t(l — sin?(v))

_, f t3 sin®(v) \/fcos(v) "
- Jtcos?(v)

t3 sin®(v) \/—cos(v)
Vt cos(v)

= 2t3 f sin®(v) dv.

Aplicadando a fungao h; da proposicao 3.2, temos

du = 2t3 (— % sin®(v) cos(v) — %sm3 (v) cos(v) + 5v _ 5sin(v) COS(”))

u6
Vi 16 32
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=¢3 <_%sin5(v) cos(v) — %sin"’ ) cos(v) + 5317 5 Sin(vl)6cos(v)>.

(3.24)

Como sin(v) = % e pelo teorema fundamental da trigonometria, obtemos o cos(v)

. . u
Aplicando arco-seno sin(v) = 7> temos

v =sen! (%)

Usando esses resultados em (3.24), temos

u® [ su\SVt—u? S5udVi—u?z 5  su\ Suvt—u?
[ o (VR SR S (1 sl
Vit — u? Vt 3/t 12t 8 Vt 16t

—u®Vt —u? S5ulVt—u? 5

_ g3 N _1(u> S5uvt — u?
- 3¢3 12ez 8" g 16t
_[VasVE=x 5tx/F\/t—x+5t3 L (Vx\ StAxVE—x
- 3 12 g """\t 16 |
Aplicando esse resultado na equagao (3.22)
£ 16 ¢ Vx5 4
= X
2 157 J, Vt —x
t
16 | VxSvt—x Stvx3Vt—x 5 _(Vx\ S5t3WVxVt—x
= - - +=t3sen”!(—=| - — | .(3.25)
157 3 12 8 Vt 16

€Y) (2)

) ()

Cada uma das expressoes dentro do colchete serdo resolvidas separadamente,



VASVE=x\  [(—VEVEST\  [—VOWE=0
- () ()

StvadVE—x\ 5tVt3Vt — ¢ 5¢vV03VE— 0
oo (BB (50, (o),

t

3 5.3 —1\/E _ (5,5 —1‘/E 5.3 —1‘/6
3)= §t sen <ﬁ> = §t sen <—> —| =t’sen <$>

0

_ 5¢t? (1) 5t3 _1(0)_5t3 o
= 3 sen 3 sen = 3 2—

5t3m
16

<5t2\/§\/t - x)t (51:2\/?\/1: - t) <5t2\/6\/t — 0)
W= () = - =0

16 16 16
0

Substituindo (1), (2), (3) e (4) em (3.25), temos

©) = 16 (5t3n _t3
f2 157 \ 16 | 3°

Substituindo t por x, concluimos que

3

X
f2(x) = 3

. ) .. 1
Com isso, compreendemos que a integral usual de x? é a integral dupla de ordem p

fxz dx = f fxzdx
1) 1
2 2

5
16x2
= dx
1
2

15vV7m

16

5
= x2dx
15V 1
2

)
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15w 48 37

ou seja,

Zd __:Ei
llxx—3
2 2

52

: L 1 .
Da mesma forma a integral usual x> seré a integral dupla de ordem > usando o método

. . , 1 .
de integral fracionaria de ordem 5 teremos o seguinte resultado:

32x2
%fx3dx 32x% %f—ssﬁdx 4
35vm 4’

[ x3dx = f fxzdx
1) 1
2" 2

7
f 32x2 P
= X
1 35vVT
7
32x2 7 x*
= x2dx = —,
35\/51 4
2

Assim como as anteriores, vamos calcular as duas integrais fracionarias.

3

7. Vamos calcular f5(t) =1 [ Ot f2(x) dx, para f,(x) = %
2
tx3
0= [ Fax
LJo

1

t 1, x
g [k 5o

=3\/_f(t—x)2xdx.

(3.26)
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Aplicando a fungdo g,(x) da proposi¢do 3.1 em (3.26),

f3(x) = [—2x3\/t —x —4x%/(t —x)3 — ?x(t - x)% + %(t - x)%] .
0
Resolvendo separadamente cada expressdo do colchete,
(—2x3VT=x), = (-2t3VT—1) — (-2 0%t = 0) = 0;
(—4x2(e - x)3):) = (-4t - 0)?) - (—4- 02/t = 0)%) = 0;
16 ‘ 16 16
() = (20 ) - (o) o

(-3/E), = (7)) =2

Portanto,
) = 32 = _ 32vt7
VAT \/_ 35V T 105vw

Substituindo t por x, concluimos que
7

£00 32x2
x) = .
’ 105v7
Z
t 32x2
8 Vamos calcular f;(t) =1 ) o f3(x) dx, para f3(x) = ﬁ.
£ 32 2
X2
t) = dx
fa®) JO 105V
f @ )1_1 32x2
- X
_ _ 1 5\/—
1 f ( )_l 7 d
= —0. t—x) 2x2 X
Vi 105\/—
1057T \/t —x '
Vamos simplificar a expressio [ E/_) dx. Substituindo e derivando,
u=+x = u? =x = dx = 2udu.
Aplicando o resultado na integral de (3.27)
V%)’ u
dx=j 2udu—2f 3.28
V= S o Vema 529
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Utilizando o método de integragdo trigonometrica e derivando, obtemos:
u =/t -sin(v) = du =t - cos(v) dv.
Aplicando o resuldado em (3.28)

(), _((fEsin@)

—dx =2 Vt cos(v) dv
box f\/t - (Vt sin(v))2

_ [ t*Vtcos(v) sin®(v) v
Tt =sin?(v))

_ [ t*Vtcos(v) sin®(v)

- 2-[ JJtcos?(v) v
_ [ t*Vtcos(v) sin®(v)
=z ,[ Vt cos(v) v

= 2t4fsin8(v) dv. (3.29)

Para resolver essa integral, usaremos a funcao h, da proposi¢ao 3.2,

35 1 7 35 35 si
f sinf(v)dv = Eg - (— sin®(v) + —sin®>(v) + —sin3(v) + ﬂ) cos(v).

8 48 192 256

Como sin(v) = % e pelo teorema fundamental da trigonometria, obtemos o cos(v)

Aplicando arco-seno em sin(v) =%, temos v = sen”! (%) Invertendo as

substitui¢des introgonemétricas, obtemos

f in®(v) d 35 _1(u) <1<u>7+7<u>5+35 (u>3+ 35u )\/t—uz
sSINn~(v)av = ——=Séen — ] —|=|—= —|— N
128 vt/ \8\Wt/  48\Jt/  192\Jt/  256vt) Wt
35 u u  7u®  35u®  5u
= — 1) - — — 12
128" (ﬁ) (8t4 "1 T1o2e T 256t> Ve un
Aplicando na equacao (3,29),

(\/E)7 35 u u’  7u®  35u® 35u

dx = 2t* | —5 ‘1(—>— — + + + Vit —u?

f\/—t — 128°°" \Uz) ~ \8t* " 48t T 192¢2 ' 256¢ “
35t4 u u’  7tu® 35t%2u® 35t3u

= sen™! (—) - ( + + + )wlt —u?,

64 Vi) \4 ' 24 9% 128
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Invertendo a seguinte substitui¢do u = v/x e substituindo na equagéo (3.27)

_ (\/_)
1O = 1057 ) yiex &
L3235t (Vx| (VX)) 7e(Vx)T 35¢2(Vx)® 35tV t
105n< sen <ﬁ>_( 1 "2 T 96 iz )“t_x)o
(VR (), 7R)° | 35 asevR t
_(559" (ﬁ) 105n< 4 24 96 128 )“t x)'

0
A expressdo

(Vx)’ 7t(\/E) 35t2(\/—) 35t3\/_
105n< 4 24 96 128 )“t X

vai zerar em t ¢ em 0. Portanto,

f2(®) = é—n [sen"1 (%) —sen™! <£>l

4
= [sen™1(1) — sen™1(0)]
_ t* ]
LAY
t4

Substituindo t por x, concluimos que

4

i) ==

Logo em seguinda serd apresentado um resumo de todos os calculos para melhor

compreender a ideia para o caso em que fp(x) = 1 e fo(x) = x2.

Tabela 2: Resultados das integrais fracionarias

fox) =1 fo(x) = x?
2vx t t 16 5
fix) = ffo(x)dx—ijldx— N fl(x)=J fo(x)dx=%f dex=15\/%t2
L2vx t'16 5 x3
fz(x>=%f0f1(x)dx=%jo FEde=x | 0= jfl(x)dx S mrte=s

t t 4 t.3 32
fg(x)=1f0fz(x)dx=Joxdx= 2 | f00 = jfz(xwx— f"— - X3
2 2

——x2
3T o 3 105vVrm
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2

t t 4 3 x
= d = —_x2 d = —
fa(x) %fo f3(x) dx %L 3 _T[xZ X >

t
fi= [ Aedx=
2

1
2

[
0 105V

7 x*

2dx = —
X« ax 12

Observamos que na tabela 2, contém os resultados das integrais fracionarias de ordem

meio das seguintes funcdes: f; (x) = fotf(x)dx , fo(x) = lfot fi(x)dx, f3(x) = lfot fo(x) dx

e fu(x) = o, fo(x) dx, para f(x) = 1 e f(x) = .
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4. DERIVADA FRACIONARIA

A construcdo da derivada fraciondria estd intimamente relacionada a funcdo gama.
Como diferentes defini¢des desse operador foram desenvolvidas ao longo do tempo, faz-se
necessario adotar condi¢des que permitam identificar e validar os operadores que podem ser

classificado como derivadas fracionarias (Teodoro; Oliveira, 2017).

4.1 Derivada fracionaria de poténcia de x

A derivada fracionaria ¢ uma ampliacao das derivadas de ordem inteira definida por:

k I
d n n n—k

dxk T (n—k)!x ’

com n =k, nk €N, a ideia principal ¢ substituir fatoriais por valores de funcdo gama,

temos que n! e (n — k)! podem ser substituidos por
n'=T(n+1) e n=KkK!'=Tnh-k+1).
Sabemos que n e k sdo nimeros inteiros positivos, entdo devemos substituir k por «,
k->a eRO0<a<l.

De forma que, serd considerado como um numero real entre 0 e 1. Fazendo essas
substitui¢des, obtemos a formula para derivada fracionaria de ordem a para poténcia basica

n .
de x™, ou seja,

d—ax"— 'n+1) y
dx¢” T(n—a+1)

n—-a

~ . S 1
Fazendo a demonstracdo para derivada fraciondriade x,comn =1ea = >

1

dz ra+1) ,1: r@ : 1 1 2 1

1x= 1 X 2= 3x2=—x2=—x2_
dx2 MNl1-5+1 I' 5 yr T
x ( 2 ) (2) )

O resultado da expressao I' G) na pagina 20. Agora devemos verificar se a primeira

derivada de x ¢ 1, para isso derivamos esse valor encontrado novamente,
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1 3

2 (2 N_2 r(z+1) L1 2r(z) o
() 2yt s 20 am
dxz \dx2 dxz v \/EF(%—%-}-l) Vrl(1) 2m

: D 1
Esse resultado nos mostra que a derivada fracionaria de ordem > duas vezes nos

fornece a primeira derivada, confirmando que a formula funciona corretamente. A seguir

fazermos um apanhado de exemplos que satisfazem os conceitos ja vistos nesse trabalho.

1. Paran=1ea=1.

Primeira derivada

_ ra+1) 1-2 _ xé
wd 0ty Q)
Segunda derivada
Sl N\ a(B) ) e rF) i
wo\dies | ae\r3)) r@rG-z+)  r@rE  riG)
Terceira derivada
d; d% d% . _ d% x% _ F(%-I— 1) x%_% B F(%) =1
doc3 | dx3 \ dx3 a3lr(3)] r(3)r(G-z+1) r(3)re
2. Paran=1lea =-.
Primeira derivada
1 3
de_ ra+1) 11= x4
ki) ()
Segunda derivada
1 1 1 3 3 %_% 7\ 2 2 1
A(d N a2\ 1 G @ Al
ai\dxs ) ai\r(z)) r@rG-3+1) rG@)r@ @ @



Terceira derivada

di | da d%x =d% X2 _ 1 F(%H)x%_%: 1 F(%)x%= X3
wiledi\an /| adlr@)] rQ)riE-3+1) Q) @ 6

Quarta derivada

1 1 1 1 1 1 1 11 5
dz | dz | dz [ d3 dz | x7 1 T (Z + 1) xt4 q T (7) x° )
1 1| 1 X [T 1 = 1 1 = =L
dx  dxs |dxt \dx ai(r(3) r@)rG-z+1) r3) "W
3. Paran=26a=%
Primeira derivada
1 3 3 1
dz rez+1 ,1r T@B) 3 2x2 2x2  8x2
—1x =X 2 = ——Xx2 = =

ol 3oy ) 1@ EE W

Segunda derivada

d—%l<d—%1x2> = d%( fo >= i F(%Jr 1);5‘%: ° F(%)x = 2x.
dx2 \dx2 dx2 F(?) >

4. Paran=2¢e¢a =

W

Primeira derivada

i3 , TR+ 1 rG3)3 243
I T T N T8 LBy
dx3 r (2 -3+ 1) r (§) r (§)

Segunda derivada

a3 (d% 2) a3 <2x§> 2 F(%+ 1) 2 F(%)x% 243
T\ )T T8y ) T L8\ (5 = =y
dx3 \dx3 dx3 F(—) F(g)f'(

Terceira derivada

59
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d; d% d% L2 :d% 23{3L _ 2 F(§+1)x%‘% 2 F(%)x .
iled\ed” )| el G AR TH T
5. Paranz—lea:%_

Primeira derivada

1 3
dz r(-1+41) __ T(0)x2
—x 1 _ X=X =

ol ey ()

Segunda derivada

(@ \_ @ (roxd) 1o (30 e r(-g)x
dx? \ dx? axz\r(=3)) r(-3) r(-3-3+1) r(-3)"C2+D
_T(0)x~?

CT(-1D

Como I'(0) e I'(—1) nao possuem valores finitos, ndo ¢ possivel utilizar diretamente a

identidade I'(n) = (n — 1)!, valida apenas para inteiros positivos. Entretanto, pela relagdo de

recorréncia da fun¢ao gama

I'(z+1) =2zI'(2),

tomando z = —1
) = (—1r-1).
Portanto,
ro) _(-Dr=1 _
r(-1) (=1
Consequentemente,
1 1
dz [ dz | r(0)x—2 _2
—_— —Xx = = — ,
1 1 F(—l)

dxz \dx2



como esperado, o resultado coincide com a derivada de primeira ordem de x ™1, isto é
d
ax‘l = —x"2
1
6. Paran=—2ea=5
Primeira derivada
1 _3
az r-2+1) _,.1 T(-1x2
—x = X 2 = —F
1 1 3
ar  r(-2-3+1) r(-3)
Segunda derivada
1/ 1 1 5 5
dz [ dz dz [T(-1)x 2 r-n T (_ 5+ 1) 5.1
Y R C Y Ay 3 | 3 5 1.
dxz \dx? i\ 1(-3) ) t(-z)r(-z-z+1)

_ (=D F(—%)x_?,:r(;l)
NEERC R

x5,

Utilizando a relagao funcional

I'(z+1) =2zI(2),

e tomando z = —2, obtemos

I'(=1) = (-2)r(=2).
Portanto,

(=1 _ (=2)r(=2)

2 Ty - &

Ou seja,

61
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1 1
dz [ dz -1
—|—=x7% )= F( 2) x3 =—-2x73.
dx2 \dxz (=2)

Dessa forma, o resultado coincide com a derivada de primeira ordem de x2. Isso

evidencia a validade da propriedade

1 1
a dif() df()
—1| /) | =7 ),
dx2z \dx2 dx

para os exemplos demontrados.

4.2 Derivadas fracionarias das func¢oes seno e cosseno

Por exemplo, qual a derivada fracionaria de ordem meio da func¢io seno?

1
dz
—3 senx =7
dx?2

Para chegar ao resultado, vamos ver as derivadas de ordem 1, 2, 3 ¢ 4.

Tabela 3. Demonstra¢do de derivadas de ordem 1,2,3 ¢ 4.

d d? d3 d*
—Senx = cosx ——senx = —senx | —=senx = —cosx ——senx = senx
dx dx? dx3 dx*

Esses resultados cos, —senx, —cosx e senx, através da formula soma de arcos podem

ser reescritos como:

Tabela 4. Reformulacao dos resultados de derivadas de ordem 1,2,3 e 4, através da

soma de arcos

2

T 3
cosx = sen (x + —) —senx =sen(x +m) | —cosx = sen (x + —) senx = sen(x + 2m)

Com isso, podemos observar que existe um padrao da ordem da derivada com a funcio

seno, isto ¢é
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%Senx = sen (x + %n),

4.1)
onde n ¢ a ordem da derivada. Usando a férmula (4.1), fazemos a derivada fracionaria de
ordem meio duas vezes.

dz B T 1\ T
—1—sen<x+5-§)—sen(n+z).

dx2

Essa ¢ a primeira derivada de senx de ordem meio, agora fazendo a segunda derivada
fracionaria de ordem meio

O g 1
ﬁ ﬁsenx =é sen(n+%)] = sen(n+%+%) = sen(n+g) = COSX.

Para compreender a ultima desigualdade, ver a tabela 4. Portanto,

1 1
dz | dz d
—x [z senx| = cosx = asenx.
dx2 |dxz

. . ;. 1 , . .
A derivada fracionaria de ordem > duas vezes ¢ igual a derivada de 1* ordem.

Para derivada fraciondria de ordem um terco da fungdo sen x obtemos a partir da
formula (4.1) o seguinte resultado

1
das _ < +T[ 1) _ ( +T[)
dxésenx =Ssen\x 53 =Sen\x 6 .

Usando a féormula de soma de arcos

sen(x+z) V3 !

= —senx — = COSX.
6 2

Dessa forma, temos a primeira derivada de senx de ordem um tergo, utilizando a
mesma ordem fazemos a segunda derivada
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1

ir7r 1 1
ﬁ ﬁsenx =§[sen(x+%)] =sen(x+%+%) =sen(x+g)_

Usando a férmula de soma de arcos

T 1 V3
sen (x + §) = Esenx + 7cosx.

Fazendo a terceira derivada fracionaria de ordem um tergo, obtemos

1

1 1 1
@ |4 d31 senx || = d—31 sen (x +g)] = sen (x +%+%) = sen (x + g) = COosX.

=
=

dx3 \dx3 dx3

Como % + % + % = 1, entdo deduzindo pelo resultado que

11 1

d3 d3 ds3 d
1~ 1 1 4y

dx3dx3dx3 dx

. ~ . . ;. . 1, . .
ou seja, trés derivadas fracionarias sucessiva de ordem 3¢ equivalente a uma derivada de

ordem 1. Para cos x, reescrevemos os resultados das derivadas de ordem 1, 2, 3 e 4 através da

formula de soma de arcos, obtemos

d ( n Tl.')
—cox = —senx = cos(x +=);
dx 2
d2
—— cosx = —cosx = cos(x + 1) ;
dx

d3 3
——cosx = senx =cos(x +—);

dx3 2
d4
wcosx = cosx = cos(x + 2m).

A partir disso, temos a seguinte férmula,

I osx = z 4.2
Wcosx—cos(x+§n). (4.2)
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Usando a formula (4.2), obtemos a derivada fracionaria de ondem meio da fungado

cosx derivando duas vezes, fazendo a primeira derivada,

1
dz T
—3 COSX = COs (x + Z)
dxz

Usando a formula de soma de arcos temos,

T 2
cos (x + Z) == (cosx — senx).

Agora fazermos a segunda derivada fraciondria de ordem meio,

1 1
dz | dz
—3 |— 1 cosx| = —senx.

dx2 |dx2

Fazendo a derivada fracionaria de um ter¢o da funcdo cosx, temos o seguinte

resultado:

1
das3 T
—3 COSX = COSX (x + g)
dx3

Usando a férmula de soma de arcos, temos o resultado da primeira derivada

. 1
fracionaria de ordem e

A V3 1
COSX (x + g) = > cosx — Esenx.

Utilizando o mesmo método temos a segunda derivada,

1 1
d3 | d3 1 V3
-1 —1COSX ——COSX—TSQTLX.

dx3|dx3

Fazendo a terceira derivada fracionaria, temos

1 1 1
d3 | d3 [ d3

1 T lcosx = —senx.
dx3|dx3 \dx3
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1

Com isso trés derivadas fracionarias sucessivas de ordem 3 ¢ equivalente a uma

derivada de ordem 1.

Os exemplos apresentados evidenciam a consisténcia da definicio de derivada

fracionaria empregada neste trabalho. Em particular, verificou-se que a aplicagdo sucessiva de

. 1 .
duas derivadas de ordem 3 produz o mesmo resultado que uma derivada de ordem 1,

1 1
. . az [ az d oA
validando a propriedade —|—<f(x) | = = f(x) e reforcando a consisténcia da
dx2 \dx2

generalizagao proposta pelo célculo fracionario (Lustosa, 2022).

Mesmo nos casos em que surgem expressoes envolvendo a fungdo gama avaliada em
inteiros ndo positivos, como I'(0), I'(=1) e I'(—=2), a utilizagdo da relacdo funcional I'(z +
1) = zI'(z) permite simplificar adequadamente as razdes entre esses termos e obter resultados
coerentes com o calculo diferencial classico. Dessa forma, os resultados obtidos reforcam a
compatibilidade entre o calculo fracionario e o célculo usual, mostrando que as derivadas de

ordem nao inteira constituem uma extensao natural do conceito tradicional de derivagao.

Os resultados obtidos para as fungdes seno e cosseno mostram que o conceito de
derivada pode ser naturalmente estendido para ordens ndo inteiras. A partir dos padroes
observados nas derivadas usuais dessas fungdes, foi possivel estabelecer expressdes gerais

para derivadas de ordem arbitraria por meio da soma de arcos. Os exemplos desenvolvidos
11 1. . - . : .
para as ordens > 3€; evidenciaram que a aplicacdo sucessiva de derivadas fracionarias

conduz ao mesmo resultado obtidos pela derivagdo cldssica quando a soma das ordens

fraciondrias ¢ igual a um inteiro.

Dessa forma, o estudo das funcdes trigonométricas confirma que as derivadas de
ordem ndo inteira preservam importantes propriedades do célculo diferencial classico, ao

mesmo tempo em que ampliam suas possibilidades de aplicacdo e interpretagdo matematica.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Para calcular uma integral de ordem nao inteira utilizamos os métodos de integral

fracionaria segundo Riemann-Liouville, apesar de ndo estar totalmente explicitado,
. . . 1 ~ ,
presenciamos a partir desse estudo que a integral dupla de ordem 5 de uma fungdo serd a

integral usual dessa mesma funcgao.

Levando em consideragdo a definicdo apresentada sobre derivada fraciondria,
verificamos que ela atende uma das propriedades de uma semiderivada, que seria obter o
mesmo efeito de uma derivada simples e regular se a aplicarmos n-vezes seguidas. Ou seja,

derivada fraciondria de ordem meio duas vezes tem que ser igual a derivada de primeira

ordem (% +% =1).

O mesmo vale para derivada fraciondria das funcdes seno e cosseno. Verificamos
através da formula da soma de arcos, um padrao de ordem, para derivada de ordem nao inteira

das fungdes seno e cosseno, o qual nos permite calcular derivadas de ordem n, em que n pode
~ 1 . n .
ser uma fracdo. Isto nos mostra que, se a ordem for um tergo 3 » Ou seja, trés derivadas

fracionarias sucessiva dessa ordem serd equivalente a uma derivada de ordem 1. Concluido

que a férmula apresentada para derivadas fracionarias funciona como esperado.

Ressalta-se também que a fungdo gama fornece conexdes que ajudam a solucionar
questdes que poderiam ser complexas, com o auxilio dessa funcdo € possivel estabelecer um
formato para derivadas e integrais de ordem ndo inteira para fungdes poténcias. Permitindo
entender a necessidade de expandir estudos sobre calculo fracionario, mostrando que questdes

que parecem ser complexas podem se tornar simples.

Dessa forma, conclui-se que o calculo fracionario nao substitui o calculo diferencial e
integral tradicional, mas o amplia, preservando propriedades fundamentais e introduzindo
operadores intermediarios entre integrar e derivar uma vez. Essa caracteristica torna a teoria
uma ferramenta matematica robusta e adequada para a descrigdo de fendmenos que nao

podem ser representados satisfatoriamente por modelos de ordem inteira.

Como perspectivas para trabalhos futuros, sugere-se a investigacdo de integrais e
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derivadas fracionarias de outras ordens e ordens irracionais, bem como o estudo de outras
fungdes elementares, incluindo a funcdo exponencial, o logaritmo natural, a tangente e as
fungdes hiperbolicas. Além disso, recomenda-se aprofundar pesquisas envolvendo equacdes
diferenciais fracionarias e suas aplicagdes em problemas fisicos e de engenharia, como na

modelagem de sistemas viscoelasticos, na difusdo andmala e no processamento de sinais.

Por fim, espera-se que este trabalho contribua para a compreensdo e divulgagdo do
calculo fracionario, evidenciando sua consisténcia matematica, sua relacdo com o calculo

classico e seu potencial para o desenvolvimento de novas pesquisas e aplicacdes cientificas.
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