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Resumo

Este trabalho apresenta uma introducao a descricdo quantica da luz e da interacao
luz matéria, fundamentada nos principios da Mecénica Quéntica e da Optica Quéantica.
Inicialmente, sdo revisados os postulados da Mecanica Quéntica, com énfase nos sistemas
de dois niveis e nos sistemas compostos, que constituem modelos fundamentais para o es-
tudo da interacao entre atomos e radiacao eletromagnética. Em seguida, desenvolve-se a
teoria de perturbacoes dependentes do tempo, introduzindo a representacao de interagao,
a série de Dyson e a Regra de Ouro de Fermi, ferramentas essenciais para a analise de
processos de transicao quantica induzidos por campos externos. Posteriormente, é apre-
sentada a quantizacao do campo eletromagnético, destacando-se a descrigdo dos modos
do campo e a importancia dos estados coerentes na caracterizacao quantica da radiacao.
A partir desses conceitos, é derivado e analisado o modelo de Jaynes—Cummings, um dos
principais modelos da Optica Quantica para descrever a interacio entre um sistema de
dois niveis e um tinico modo quantizado do campo eletromagnético. Sao investigadas as
oscilagoes de Rabi, bem como os fendmenos de colapso e ressurgimento das oscila¢oes
atomicas quando o campo se encontra em um estado coerente. Por fim, sao apresentados
resultados numéricos que ilustram a dinamica temporal do sistema e permitem interpretar
os principais fendmenos fisicos previstos pelo modelo. O texto fornece uma visao integrada
dos conceitos fundamentais da interagao luz—matéria.

Palavras-chave: Sistemas de dois niveis; Quantizacao do campo eletromagnético;

Estados coerentes; Oscilagoes de Rabi; Modelo de Jaynes—Cummings.



Abstract

This work presents an introduction to the quantum description of light and light-matter
interaction, grounded in the principles of Quantum Mechanics and Quantum Optics. Ini-
tially, the postulates of Quantum Mechanics are reviewed, with an emphasis on two-level
systems and composite systems, which constitute fundamental models for studying the
interaction between atoms and electromagnetic radiation. Subsequently, time-dependent
perturbation theory is developed, introducing the interaction picture, the Dyson series,
and Fermi’s Golden Rule—essential tools for analyzing quantum transition processes in-
duced by external fields. Following this, the quantization of the electromagnetic field
is presented, highlighting the description of field modes and the significance of coherent
states in the quantum characterization of radiation. Based on these concepts, the Jay-
nes—Cummings model is derived and analyzed, standing as one of the primary models in
Quantum Optics for describing the interaction between a two-level system and a single
quantized mode of the electromagnetic field. Rabi oscillations are investigated, alongside
the phenomena of collapse and revival of atomic oscillations when the field is in a cohe-
rent state. Finally, numerical results are presented to illustrate the temporal dynamics of
the system, enabling the interpretation of the main physical phenomena predicted by the
model. This text provides an integrated overview of the foundational concepts governing
light-matter interaction.

Key-words: Two-level systems; Quantization of the electromagnetic field; Coherent

states; Rabi oscillations; Jaynes—Cummings model.
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1 INTRODUCAO

O laser constitui um dos exemplos mais representativos da fisica moderna, tanto do
ponto de vista conceitual quanto tecnoldgico. Definido como um dispositivo de amplifi-
cacao de luz por emissao estimulada de radiacao, seu funcionamento esta fundamentado
em processos quanticos associados a interagao entre a radiacao eletromagnética e a maté-
ria, conforme estabelecido por Einstein em sua formulacao dos coeficientes de absorcao,
emissdo espontanea e emissao estimulada (EINSTEIN] [1917)). Desde sua concepgao teo-
rica até sua realizacao experimental, o laser consolidou-se como uma das aplica¢oes mais
bem-sucedidas da mecanica quéantica, com impactos significativos em areas como teleco-
municagoes, medicina, indistria e pesquisa cientifica.

Nos cursos introdutérios de 6ptica, o laser é frequentemente apresentado sob uma
abordagem predominantemente classica, enfatizando propriedades como monocromatici-
dade, direcionalidade e coeréncia temporal e espacial (HECHT, 2017, NUSSENZVEIG,
2015). Embora essa descrigdo seja suficiente para explicar diversos fendmenos macros-
cHpicos e aplicagoes tecnoldgicas, ela nao esclarece a origem fisica dessas propriedades,
que somente podem ser compreendidas por meio da Optica quantica. Em particular, a
coeréncia, caracteristica fundamental da radiagao laser, exige uma interpretagao baseada
na natureza quantica da luz e na interagao entre o campo eletromagnético e os sistemas
atomicos.

O tratamento rigoroso das transi¢Oes entre niveis de energia requer, contudo, ferra-
mentas além da mecéanica quantica estaciondria. A teoria de perturbagoes dependentes do
tempo, com o formalismo da representacao de interagdo, a expansao em séries de Dyson e
a Regra de Ouro de Fermi, permite descrever como um sistema quantico evolui sob a a¢ao
de uma perturbagao variavel no tempo (SAKURAI; NAPOLITANO, 2017). No contexto
do dtomo de dois niveis sujeito a uma perturbagao harmonica, esse aparato formal con-
duz naturalmente as oscila¢cdes de Rabi — a troca coerente e peridédica de energia entre o
atomo e o campo de radiagdo — e estabelece o elo conceitual entre a dindmica quantica
semiclassica e os fendmenos épticos observaveis.

A quantizagdo do campo eletromagnético amplia a descri¢ao classica da interagao en-
tre luz e matéria, permitindo explicar fenomenos genuinamente quanticos, como a emissao
espontanea, os estados de f6ton tnico e as correlagoes quanticas da radiacao, inexistentes
na 6ptica classica (SCULLY; ZUBAIRY), 1997a). A partir dos potenciais eletromagnéticos
e da quantizacao dos modos do campo, emerge uma descricdo em termos de operadores
de criagao e aniquilagao de fétons (MANDEL; WOLF| 1995)). Nesse contexto, os estados
coerentes, introduzidos por Glauber, apresentam distribuicdo de Poisson para o nimero
de fétons e propriedades que se aproximam do comportamento classico da radiagao, cons-
tituindo a descri¢ao adequada da luz laser (GLAUBER) 1963a).

A descrigdo da interacao entre um atomo de dois niveis e um modo quantizado
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do campo eletromagnético é estabelecida pelo modelo de Jaynes—-Cummings (JAYNES;
CUMMINGS] [1963). Esse modelo descreve a interacao de um atomo de dois niveis aco-
plado a um tnico modo quantizado do campo eletromagnético, permitindo analisar as
oscilagoes de Rabi no vacuo e o fendomeno de colapso e ressurgimento da inversao atomica
quando o campo se encontra em um estado coerente (BONANI, [2020)). Tais efeitos reve-
lam aspectos fundamentais da dindmica quantica da interagdo atomo-campo e fornecem
evidéncias diretas da natureza quantizada da radiacao.

Além disso, a coeréncia da luz laser pode ser interpretada a partir de estados quanticos
especificos do campo eletromagnético, particularmente os estados coerentes. Introduzidos
por Glauber no contexto da Optica quantica, esses estados apresentam distribuicao de
Poisson para o nimero de fotons e propriedades que se aproximam do comportamento
classico da radiacao (GLAUBER [1963a; MANDEL; WOLF, |1995).

Do ponto de vista da formacao de professores de Fisica, o estudo do laser como sistema
quantico possibilita integrar conteidos de 6ptica, mecanica quantica e fisica moderna, fa-
vorecendo uma abordagem mais articulada e conceitualmente consistente. Tal integragao
contribui ndo apenas para a compreensao dos fundamentos tedricos envolvidos, mas tam-
bém para o desenvolvimento de estratégias didaticas que aproximem conceitos abstratos
da mecanica quantica de fendomenos presentes em tecnologias amplamente utilizadas na
sociedade contemporanea.

Dessa forma, este trabalho propde uma analise tedrica da interacao entre luz e maté-
ria no contexto da éptica quantica, partindo dos postulados fundamentais da mecanica
quantica, passando pela teoria de perturbagoes dependentes do tempo e pela quantizacao
do campo eletromagnético, até a aplicacao do modelo de Jaynes—Cummings para investi-
gar os mecanismos microscopicos responsaveis pela coeréncia da radiacao laser. Busca-se
compreender como esse percurso formal permite explicar fend6menos como as oscilagoes
de Rabi, as oscilagoes de Rabi no vacuo, o colapso e ressurgimento da inversao atomica e
a emissao estimulada, fornecendo uma descrigao fisicamente consistente dos fundamentos
quanticos do laser, complementada por analise numérica dos principais resultados.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta as nogoes
fundamentais de mecanica quantica, com énfase nos sistemas de dois niveis e sistemas
compostos. O Capitulo 3 desenvolve a teoria de perturbagoes dependentes do tempo,
incluindo a representacao de interacao, a série de Dyson, a Regra de Ouro de Fermi e
as oscilagoes de Rabi em sistemas de dois niveis. O Capitulo 4 trata da quantizagao do
campo eletromagnético e dos estados coerentes. O Capitulo 5 apresenta a derivagao e
andlise do modelo de Jaynes-Cummings, incluindo a dindmica das oscilagbes atomicas e
o fendomeno de colapso e ressurgimento. O Capitulo 6 discute os resultados numéricos

obtidos. Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusoes do trabalho.
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2 NOCOES FUNDAMENTAIS DE MECANICA QUAN-
TICA

Para que o leitor compreenda os fundamentos matematicos e fisicos que embasam o
modelo de Jaynes-Cummings, esta se¢do apresenta os postulados da mecéanica quantica de
forma sucinta, acompanhados dos conceitos essenciais de espaco de Hilbert, operadores,
estados e matriz densidade. Ao final, introduz-se os operadores de criagao e aniquilacao,

que serao centrais na quantizagao do campo eletromagnético.

2.0.1 Primeiro Postulado: Estados Quanticos e Espaco de Hilbert

O estado de um sistema quantico é completamente descrito por um vetor |1 (t)) per-
tencente a um espacgo de Hilbert H.

Um espago de Hilbert é um espago vetorial dado por um produto interno linear, defi-
nido positivo e completo. A notacgao utilizada para sua representacao é dada pela notacao

de Dirac, onde:
e [¢) é chamado de ket e representa um vetor no espago de Hilbert.

o (¢| é chamado de bra e representa o dual de |¢), um funcional linear que age sobre
kets.

O produto interno entre dois estados |¢) e [1)) é denotado por (¢[1)) e satisfaz:

(Olv) = (Wlo)",  (Wlv) 20, (W) =0 <= ) =0.

A norma de um estado é ||| = 1/(¥|1)), e estados fisicos sdo normalizados, ou seja,
(¥ly) = 1.

A dimensao do espaco de Hilbert pode ser finita ou infinita, dependendo do sistema.
Por exemplo, o spin de um elétron vive em um espaco bidimensional, enquanto uma

particula livre em uma dimensao vive em um espaco de dimensao infinita.

2.0.2 Segundo Postulado: Operadores e Observaveis

Toda grandeza fisica observavel é representada por um operador linear Hermitiano A
que atua no espaco de Hilbert. Os possiveis resultados de medida sao os autovalores do
operador.

Um operador A é Hermitiano se At = fl, onde At é o adjunto Hermitiano. Conse-
quentemente, o espectro de um operador hermitiano é sempre real, de fato veja que dado

a equagao de autovalores:

fl|an> = aplan),
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onde a,, sao os autovalores e |a,) s@o os autovetores do operador A. Entéo, temos que:

A’an> = aylan)

R (2.0.2.1)
(an| At = (an)* (an]
Mas, como A ¢ Hermitiano segue que:
A, A Un) = Ay {Qm|an) = an0mn

(@] : |an) (am|an) (202.2)

(an] A |am) = (an)" (am|an) = (an) Omn
mas veja que:

(am| Alan) = (an] AT |am) = (an)* = an (2.0.2.3)

para todo n, ou seja, os autovalores do operador A sao reais.
Os autovetores normalizados de um operador Hermitiano formam uma base ortonormal

completa:

<am’a/n> = 6mn, Z |an><an| — f

Os exemplos basicos de operadores sao dados a partir do operador de posicao z,
operador de momento p, operador hamiltoniano He operadores de Pauli.

O operador de posicdo x, em uma dimensao, atua sobre func¢des de onda do tipo
2 (z) = z1p(z), j& o operador momento p como pi(z) = —ihi-Ly)(x).

O operador Hamiltoniano H representa a energia total do sistema, sendo representado
em um atomo de dois niveis como H = %62.

Em um sistema de dois niveis os operadores de Pauli sdo de suma importanica e
satisfazem as relagbes de comutacao [6;, 6;] = 2ig;;,6%. Seus operadores, sdo representados

pelas seguintes matrizes:

. 01 . 0 —1 . 1 0
Oy = , oy =1 . , 0, = .
10 v 0 0 -1

Outra propriedade de operadores relevante para o segundo postulado, sao os operadores
de criacdo e aniquilacdo. Os operadores de criacdo a' e aniquilacio @ sdo fundamentais
para descrever sistemas com excitacoes discretas, como o oscilador harmonico quantico e
o campo eletromagnético quantizado. Eles atuam sobre os estados de Fock |n) (estados

com nimero definido de quanta) da seguinte maneira:
an) =+/nln—1) (n=1),  alo) =0,
a'ln) = vn+ 1n + 1). (2.0.2.4)
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O operador @ aniquila um quantum de excitagdo (no caso particular do campo eletro-
magnético temos a aniquilacio do féton), enquanto a' cria um quantum. Eles obedecem

a relacao de comutacao fundamental,

[a,a"] = aa" —ata = 1T.

A

O operador ntimero N = a'a conta o ntimero de quanta, pois N|n) = n|n)

2.0.3 Terceiro Postulado: Medida e Probabilidades

Se o sistema estd em um estado normalizado [¢), a probabilidade de se obter o auto-

valor @, em uma medida do observavel A é dado pela regra de Born

P(an) = |{anl)I?,

onde |a,) é o autovetor correspondente a a,. Imediatamente ap6s a medida, o estado
colapsa para |a,).
O valor esperado (média de muitas medidas) do observavel A no estado [¢)) é dado

como,

(A) = (V| AJ) = Zanlan\w

2.0.4 Quarto Postulado: Evolugao Temporal

A evolugao temporal de um sistema quantico é governada pela equagao de Schrodinger

dependente do tempo,

@ﬁfltb( )) = Hl (b)),

onde H é o operador Hamiltoniano. Para um Hamiltoniano independente do tempo, a

solugao formal é,
[(2)) = e~/ yp(0)),

—iHt/h & ¢ operador de evolucao temporal, que é unitario, garantindo a conservagao

onde e
da norma.

Outro caso particular deste postulado, sdo estados e matriz densidade. Vale destacar
que nem todo sistema quantico pode ser descrito por um estado puro [¢)). Quando hé
incerteza estatistica, por exemplo, conhecimento incompleto sobre o estado ou sistema em
equilibrio térmico, utiliza-se o formalismo da matriz densidade p.

Para um estado puro |¢), a matriz densidade é definida como

LA regra de Born estabelece que as probabilidades dos possiveis resultados de uma medida quéntica
sao obtidas pelo médulo ao quadrado das amplitudes de probabilidade associadas aos estados da base de
medida.
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p =)Wl

Para um estado misto, composto por uma mistura estatistica de estados puros |¢)

com probabilidades py. (>4 pr = 1), a matriz densidade é,
P =D Dk|tr) (Wl
k

A matriz densidade possui as seguintes propriedades:
« Hermiticidade: pf = p.
o Trago unitario: Tr(p) = > pr = 1.
 Positividade: (¢|p|¢) > 0 para todo |¢).

o Critério de pureza: Para estados puros, p? = p e Tr(p?) = 1. Para estados mistos,
Tr(p?) < 1.

O valor esperado de um operador A no formalismo da matriz densidade é,
(A) = Tr(pA).

A evolugao temporal da matriz densidade é dada pela equacao de von Neumamﬂ

dp

h :]f[/\
ih— [H, p],

onde [H, p] é o comutador. Este formalismo é essencial para descrever sistemas quanticos

abertos, onde interagoes com o ambiente levam a decoeréncia e relaxacao.

2.1 Sistemas de Dois Niveis

Um sistema de dois niveis é caracterizado por apenas dois estados quanticos conside-
rados relevantes para a descricao do sistema. Embora em sistemas naturais ¢ apresentado
um nimero infinito de niveis de energia, em certas condigoes, como na interacao de um
atomo com uma radiagado monocroméatica em ressonancia com uma transicao especifica,
apenas dois estados participam efetivamente do processo.

Esses sistemas podem ser descritos em um espaco de Hilbert bidimensional, simpli-
ficando o formalismo, pois todos os operadores lineares e a Hamiltoniana (H) podem

ser representados por matrizes complexas (MAHON| 2011). Na notacao de Dirac, os

2A equacdo de Liouville-von Neumann descreve a evolucdo temporal da matriz densidade p(t) em
sistemas quanticos. Esta equacao é o anadlogo quantico do teorema de Liouville da mecénica classica, que
descreve a evolucao da densidade de probabilidade no espago de fases.
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estados de bases ortonormais sao denotados como |1) e |2), satisfazendo a condigao de

ortonormalidade:

(lj) = &y (2.1.0.1)

O estado mais geral do sistema é uma superposicao linear desses estados de base,
escrita como,
) = e [1) + ¢ [2) (2.1.0.2)

onde os coeficientes complexos ¢; e ¢y devem satisfazer a condicao de normalizagao
le]? + |ea]? = 1. (2.1.0.3)

Sob esta base, o operador Hamiltoniano que descreve as energias dos niveis e a intera-

¢ao do meio ativo com o campo eletromagnético é representado matricialmente conforme

E, V,
H=|"1 " (2.1.0.4)
‘/21 E2

descrito posteriormente,

O exemplo mais representativo de um sistema de dois niveis é o spin 1/2 do elétron.
Nesta configuragao, a particula possui um momento magnético intrinseco que pode ser
observado em apenas dois autovalores de projecdo de spin: "para cima'(|T)) ou "para
baixo"(|])) em relagdo a um determinado eixo de quantizagdo (NOVAES, 2016). Este
comportamento ¢ ilustrado pelo experimento de Stern-Gerlach, que revela a quantizacao
do momento angular de spin através da deflexdo de um feixe atomico em duas componentes
distintas.

O experimento de Stern-Gerlach, realizado em 1922, constitui uma das demonstracoes
experimentais fundamental, fornecendo a evidéncia direta de que o momento angular in-
trinseco (spin) é uma grandeza quantizada. Em um sistema cléssico, o momento magnético
de uma particula poderia assumir qualquer orientagao espacial, contudo, este experimento
revela que, para o elétron, existem apenas dois estados possiveis (Figura [1)).

No experimento, um feixe de dtomos é colimado e forcado a atravessar uma regiao
contendo um campo magnético ndao homogéneo. Embora a forca de Lorentz classica
(]3 = qU X E) possa ser compensada para garantir uma trajetéria inicialmente retilinea, o
gradiente do campo magnético interage com o momento magnético intrinseco do elétron
(1), que se comporta como um pequeno ima. A forca exercida sobre o elétron é propor-
cional a componente do spin na diregao do gradiente do campo (geralmente o eixo z),

demonstra-se,
0B,

0z

Classicamente, esperariamos que o feixe se espalhasse continuamente, no entanto, o

F, =, (2.1.0.5)

experimento revela que o feixe se divide em apenas duas componentes distintas, provando

que a componente vertical do momento magnético é quantizada.
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Figura 1: No experimento de Stern—Gerlach, um campo magnético nao uniforme separa
particulas de acordo com a componente de seu spin ao longo da dire¢ao do campo.

z
—_—

- ]

Fonte: Captura de tela da simulacdo Quantum and classical uncertainties do projeto QuVis
(KOHNLE], [2026) (2026).

A natureza dos sistemas de dois niveis torna-se evidente ao analisarmos medidas su-

cessivas de spin em diferentes eixos, conforme ilustrado na Figura 1, 2, 3 e 4.

Figura 2: Filtros paralelos (Mesmo eixo)

| T): | 1)

(2) ]

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A Figura 1 demonstra que um feixe preparado no estado |1) em z permanece inalterado
ao passar por um segundo filtro alinhado no mesmo eixo (z). Fisicamente, isso ocorre

porque o estado ja é um autovetor do operador , ndo havendo nova deflexao.

Figura 3: Superposicao (Eixos Ortogonais).

| +)x

|1 ):

’ (X)

[ = )x

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

Na Figura 2 revela o fendmeno da superposicao quantica. Um feixe z preparado em z
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(IT)), ao ser medido no eixo , divide-se em duas componentes ( +z ¢ —z ). Matematica-

mente, o estado em é descrito como uma superposicao de estados na base de =z,

| 1) = \}5 (| =)z + | )2), (2.1.0.6)

indicando que a informacao sobre o spin em x é puramente probabilistica antes da medigao.

Figura 4: Observaveis Incompativeis.

| 1)z

T X 2)
\ | ',

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A medicao do spin em x destréi a informacgao previamente obtida sobre o eixo z .
Ao medir o feixe resultante novamente em z, observa-se uma nova divisdo. Isso acontece
porque os operadores S, e S, ndo comutam ([S,,S;] # 0 sendo caracterizados como

observaveis incompativeis.

Figura 5: Recombinacao de Feixes.

- A [Tha | 4)z
. s
(Z)

—

>

=
s

Y
/
v
N/

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

Por fim, a Figura [5] representa a recombinagao coerente de feixes, nela, observa-se a
evolucgao da fase quantica do sistema antes de uma nova etapa de deteccao, essencial para
processos de interferometria e controle de estados em sistemas de dois niveis.

Paralelamente, outro exemplo fundamental é a polarizacao do féton, onde um féton
pode ser descrito em termos de estados de polarizacao horizontal e vertical, sendo qualquer
outro estado representavel como uma superposicao linear desses dois. De forma andloga,
o interferometro de Mach-Zehnder pode ser descrito como um sistema de dois niveis,
correspondentes aos dois caminhos possiveis que o féton pode percorrer, evidenciando

efeitos de interferéncia quantica dependentes da fase relativa entre os estados (Figura |§[)
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Figura 6: Diagrama esquematico do interferometro de Mach—Zehnder utilizado para de-
monstrar interferéncia e superposicao quantica.

1Ga0 ~ Espelho 1 v
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/’f \\ —”. . ~ .
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. . N
’ AN ,-"  bloqueia 1,4 eV N
oL (Energia E/2) ~
Fonte de féton Unico A
(Energia E = 2,8 eV) Espelho 2

Fonte: Captura de tela da simulagdo Mach—Zehnder Interferometer do projeto QuVis
(KOHNLE, 2026) (2026).

A evolugao temporal de um sistema de dois niveis, como o spin 1/2 , torna-se evidente
quando o sistema ¢é submetido a um campo magnético externo constante B. O elétron,
ao possuir um momento magnético intrinseco fi proporcional ao seu spin ( fi = 75’ ),
experimenta uma interacao que nao apenas define os niveis de energia do sistema, mas
dita toda a sua dindmica temporal.

Segundo (MAHON], 2011)), considerando um campo magnético aplicado uniformemente
na direcao z, de modo que B= BolAf , 0 Hamiltoniano de interacao é expresso por:

H=j -B=w.S, (2.1.0.7)
onde wy, representa a frequéncia de Larmor. Sob essa configuracdo, os autoestados de
S.(|1) e|2) sao estados estacionérios que adquirem apenas uma fase temporal diferenciada.
Contudo, se o sistema inicia em uma superposi¢ao linear, como [¢(t)) = a|l) + b|2),
a evolucao temporal impoe uma fase relativa entre os estados conforme a equacao de

Schrodinger dependente do tempo,
(W (t)) = ae Er/R|1) 4 pe=iE2t/N|2),

Essa diferenca de fase faz com que o valor esperado do spin no plano nao permanega

estatico, ele precessiona em torno do eixo do campo magnético, como mostrado na Figura

[
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Figura 7: Representagao da Precessao de Larmor.

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A compreensao da precessao de Larmor e da evolucao temporal de sistemas de dois
niveis é o que permite transitar da mecénica quantica fundamental para a fisica de dis-
positivos. No contexto de um laser quantico, os estados de spin (ou niveis de energia
atdmica) sao estados que podem ser manipulados por campos eletromagnéticos externos.

Conforme estabelecido por (GRIFFITHS| 2011) e observado nos experimentos de
Stern-Gerlach, a capacidade de preparar um sistema em uma superposicdo coerente e

controlar sua evolugao temporal é o que define a fase da radiagdo emitida.

2.2 Sistemas Compostos

Quando um sistema quantico é formado por dois ou mais subsistemas, como um atomo
e o campo eletromagnético, ou multiplos qubits, o espaco de Hilbert total nao é a sim-
ples soma direta dos espacos individuais, mas sim o seu produto tensorial. O postulado
seguinte descreve como o espago de estados de um sistema composto deve ser construido
a partir dos espagos de estados dos sistemas individuais.

No quarto postulado, o espaco de estados de um sistema, fisico composto é o produto
tensorial dos espagos de estados dos sistemas fisicos individuais (NIELSEN; CHUANG,
2005)).

Matematicamente, se o sistema é a uniao dos subsistemas A e B, temos
Htotal = HA 0%y HBa

se o subsistema A estd no estado [14) € Ha e o subsistema B estd no estado |¢g) € Hp,

entao o estado do sistema combinado (se ndo houver emaranhamento) é dado pelo produto
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tensorial,

(W) = [¥a) ® [¢5).

Por simplicidade notacional, o simbolo ® ¢ frequentemente omitido, escrevendo-se

simplesmente |¢4)|¢g) ou |14, ¥5).
Se os sistemas forem numerados de 1 até n, e o sistema i for preparado no estado [1;),

decorre que o estado do sistema composto sera,

[U1) ® [1he) @ -+ @ [thn).

O produto tensorial possui as seguintes propriedades essenciais:

« Bilinearidade: Para |¢1), |¢2) € Ha, |¢) € Hp e a,b e C:

(althr) + ble2)) @ [6) = al[n) @ |9)) + b(|¢2) @ |¢))

o Dimensao: Se dim(H,4) = m e dim(Hp) = n, entdo dim(Hota1) = m-n. A dimensdo

do espaco total cresce exponencialmente com o nimero de subsistemas.

« Base do espago produto: Se {|e;)}i; é uma base ortonormal de Ha e {[f;)}j-; ¢

uma base ortonormal de H g, entao o conjunto
e @f;) [1<i<m,1<j<mn,

forma uma base ortonormal de Hiotal.

Um exemplo particularmente importante é o sistema formado por um atomo de dois
niveis interagindo com um modo quantizado do campo eletromagnético. Nesse caso, o
espaco de Hilbert total é dado pelo produto tensorial entre o espago associado ao atomo

e 0 espago associado ao campo,

Htotal = Hétomo ® Hcampo-

O espago atomico é gerado pelos estados fundamental e excitado, |g) e |e), enquanto
o espago do campo é gerado pelos estados de nimero de fétons (estados de Fock) |n).

Assim, os estados da base do sistema composto podem ser escritos como

) =lg) @[n),  le,n) = le) @ n).

Por exemplo, o estado |e,3) representa um atomo no estado excitado acompanhado
de um campo contendo trés fétons, enquanto o estado |g, 4) representa o dtomo no estado

fundamental e o campo contendo quatro fétons.

22



A descricao do sistema por meio do produto tensorial permite representar adequada-
mente a troca de energia entre o &tomo e o campo. Durante uma emissao estimulada, por

exemplo, ocorre a transicao

le,n) — |g,n+1),
na qual o atomo decai para o estado fundamental enquanto o nimero de fé6tons do campo
aumenta em uma unidade.

2.2.1 Operadores em Sistemas Compostos

Operadores que atuam em apenas um dos subsistemas sao estendidos ao espago total
via produto tensorial com o operador identidade no outro subsistema. Se Ay atua em Hy

e Bp atua em H B, a acao conjunta sobre os estados produto ¢ dada por:

(A4 ® Bp)([a) ® [¥)) = (Aaltoa)) ® (Balvs)).

Por exemplo, o operador (6, ® I atuando sobre o estado |01):
(6-® 1)[01) = (6.]0)) @ (I]1)) = (+1)]0) @ |1) = [01).

De maneira analoga, operadores que atuam exclusivamente sobre o campo eletromag-
nético sao escritos como o produto tensorial entre o operador correspondente e a identidade

no espago atomico. Por exemplo, o operador niimero de fétons assume a forma

N =1®ala,

onde a' e @ sdo os operadores de criacdo e aniquilacdo do campo. Sua acdo sobre os

estados do sistema composto é dada por

(I @ dla)le,n) = |e) ® (a'aln)) = nle,n),

mostrando que o operador atua apenas sobre o estado do campo, sem alterar o estado
atoémico.

Uma propriedade relevante do produto tensorial é a dimensao do espago de Hilbert,
¢ dada pelo produto da dimensao dos espagos individuais, por exemplo, se um sistema

atomico possui dimensao d4 e o campo possui dimensao dg, entao
dim(Ha ® Hp) = dadp.

Além dos estados do produto, o espago composto admite estados que nao podem ser

escritos como um produto tensorial de estados pertencentes aos subsistemas individuais,
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e esses estados sao denominados estados emaranhados.

Podemos definir este estado de maneira formal, seja
H=Has® Hp,

o espaco de Hilbert de um sistema composto por dois subsistemas A e B. Um estado

puro |V) € H ¢é dito como produto se existem

1Va) € Ha,|¥B) € Ha,

da mesma maneira que

W) = [¥a) @ [¢B).

Caso contrario, |¥) é dito como emaranhado.

A estrutura do espaco de Hilbert de sistemas compostos permite a existéncia de esta-
dos com propriedades que nao encontram equivalente na Fisica classica. Em particular,
alguns estados podem ser escritos como produtos tensoriais de estados pertencentes a cada
subsistema, sendo denominados estados separaveis. Outros, entretanto, nao podem ser
fatorados dessa forma, exibindo correlacdes quanticas conhecidas como emaranhamento.

Para ilustrar essas duas classes de estados, consideremos inicialmente um estado se-
paravél, o estado |00) = |0) ® |0) é trivialmente separdvel, pois é o produto dos estados
|0), no primeiro subsistema e |0) no segundo subsistema.

Para exemplificar a descricao de sistemas compostos, consideremos um sistema for-
mado por dois qubits. Um qubit é um sistema quantico de dois niveis, descrito pelos
estados de base |0) e |1). O espago de estados do sistema composto é construido por meio
do produto tensorial desses espagos individuais. A partir dessa construcao surgem estados
separaveis e estados emaranhados, conforme ilustrado a seguir.

Para um estado emaranhado considere o seguinte estado de dois qubits, conhecido

como estado de Bell Pl .

V2

Afim de mostrar que ele é emaranhado, supomos que existam coeficientes a,b,c,d € C

|@7) = —= (100) +[11))

tais que,
[©7) = (al0) +b[1)) @ (c[0) +d|1)).

Expandindo o produto tensorial, vamos obter

(a]0) + B[1)) ® (¢|0) + d|1)) = ac|00) + ad|01) + be|10) + bd|11).

30s estados de Bell representam os exemplos mais simples de emaranhamento quantico. Eles cor-
respondem a estados de dois qubits que ndo podem ser escritos como o produto de estados individuais,
evidenciando correlagoes quanticas fundamentais entre as particulas.

24



Comparando com a expressao de |®T), obtemos o sistema,

ad =10, bc=0, bd:i.
V2

Se ad = 0, temos a = 0 ou d = 0. Se a = 0, entdo ac = 0, contradizendo ac = 1/\/§
Se d = 0, entdo bd = 0, contradizendo bd = 1/+/2. Portanto, no existem tais coeficientes,
e |®1) é emaranhado.

A relevancia desse resultado para a Computacao Quantica, por exemplo, reside no fato
de que estados emaranhados nao podem ser descritos como combinacoes independentes
dos estados de seus constituintes. Consequentemente, a informacao quantica passa a ser
armazenada de forma distribuida entre os qubits, gerando correlagboes que nao possuem
equivalente cldssico. Estados de Bell, como |®1), constituem recursos fundamentais em
diversos protocolos de informagao quantica, incluindo teleporte quantico, codificagdo su-
perdensa, distribuicdo quantica de chaves criptograficas e algoritmos quanticos (SENA
et al., 2025). Dessa forma, o emaranhamento é frequentemente considerado um dos ele-
mentos centrais responsaveis pelas vantagens oferecidas pelas tecnologias quanticas em

relacdo as suas contrapartes classicas.
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3 TEORIA DE PERTURBACOES DEPENDENTES
DO TEMPO

Na Mecanica Quantica, o comportamento temporal de um sistema fisico é governado
pela Equacao de Schrodinger dependente do tempo. Entretanto, para muitos sistemas
fisicos submetidos a influéncias externas, a obtencao de soluc¢oes exatas torna-se inviavel,
motivando o uso de métodos aproximativos. Nesse contexto, a Teoria das Perturbacoes
Dependentes do Tempo constitui uma ferramenta fundamental para descrever sistemas
quanticos sujeitos a esses potenciais externos. Sua principal ideia consiste em decompor
a Hamiltoniana total como a soma de uma Hamiltoniana nao perturbada e um termo de

perturbacao temporal:
H=Hy+V(t). (3.0.0.1)

Nessa expressao, H, representa a Hamiltoniana do sistema isolado, isto €, sem a pre-
senca de interacoes externas. Ja o termo V(t) descreve uma perturbacao externa depen-
dente do tempo, responsavel por modificar a dindmica do sistema quantico (SAKURAI,
NAPOLITANO) 2013).

Fisicamente, a Hamiltoniana nao perturbada descreve os estados estacionarios do sis-

tema. Esses estados satisfazem a equacgado de autovalores caracterizada por:

Hylt) = Enlibn), (3.0.0.2)

onde [1),,) representa os autoestados do sistema e F,, corresponde aos respectivos autova-
lores de energia. Como a Hamiltoniana nao perturbada H, é considerada conhecida, seus
autoestados e autovalores podem ser determinados previamente pela solu¢ao da equacao
de autovalores. Esses autoestados formam uma base completa do espaco de Hilbert, per-
mitindo que qualquer estado quantico do sistema seja escrito como uma combinagao linear
dos estados |¢,) (MAHON] 2011]).

Diferentemente dos sistemas estacionarios, nos quais o Hamiltoniano permanece cons-
tante e os estados quanticos evoluem apenas por fatores de fase temporal, diversos fe-
nomenos fisicos reais envolvem interagoes externas capazes de modificar continuamente
a dindmica do sistema. Entre esses fendmenos destacam-se a interacao entre matéria e
radiacao eletromagnética, os processos de absorcao e emissao de fétons, a espectrosco-
pia atomica e molecular, a ressonancia magnética, a interacao de atomos com campos
eletromagnéticos oscilantes e os fendmenos relacionados a 6ptica quantica (GRIFFITHS;
SCHROETER), 2018a; SAKURAI; NAPOLITANO, 2017).

A presenca de uma perturbacao dependente do tempo pode alterar a dindmica do
sistema, fazendo com que ele deixe de permanecer em um tnico estado estacionario da

Hamiltoniana nao perturbada. Como consequéncia, podem ocorrer transi¢oes quanticas
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entre diferentes niveis de energia, caracterizando processos de troca de energia entre o
sistema e o agente externo. Essas transi¢oes constituem um dos aspectos centrais da
teoria de perturbacoes dependentes do tempo e estdo na base da descricao de fendomenos
como absorcao e emissao de radiacao; contudo, nem toda perturbagao temporal induz
transicoes. Quando a variagao da Hamiltoniana ocorre de forma suficientemente lenta em
comparagao com as escalas caracteristicas do sistema, o Teorema Adiabético estabelece
que o estado quantico permanece associado ao autoestado instantaneo correspondente, su-
primindo transi¢oes entre niveis de energia (GRIFFITHS; SCHROETER/, [2018b)). Assim,
a ocorréncia de transicoes depende nao apenas da presenca da perturbacao, mas também
da forma como ela evolui no tempo (GRIFFITHS, 2011)).

3.1 Equacao de Movimento na Mecanica Quéantica

Diferentemente da Mecéanica Classica, em que a dindmica é descrita pelas equagoes de
Newton ou pelas equagoes de Hamilton, na Mecanica Quantica a evolucao temporal dos
estados é governada pela equacgao de Schrodinger dependente do tempo. A Hamiltoniana,
por sua vez, representa o operador de energia do sistema e determina sua evolugao por
meio dessa equacao.

A Equagao de Schrodinger dependente do tempo é descrita por:
0 -
ZhaW’(t» = H|y(t)). (3.1.0.1)

Nessa expressao, [1)(t)) representa o vetor de estado do sistema, H corresponde &
Hamiltoniana total e h representa a constante de Planck reduzida.

Quando o sistema sofre influéncia de uma perturbacao dependente do tempo, substitui-
se a Hamiltoniana total pela decomposicao da eq. (3.0.0.1)) obtendo-se:

() = (o + V(1) (1), 3.102)

Essa equacao descreve a evolucdo temporal completa do sistema sob influéncia da
perturbagao externa. Em um sistema descrito por um estado puro, o vetor de estado |¢(t))
caracteriza completamente seu estado quantico, permitindo, por meio da regra de Born,
determinar as probabilidades associadas aos resultados das medidas de observaveis. A
partir dele podem ser determinadas probabilidades, valores médios de observaveis fisicos,
amplitudes de transicdo e propriedades dinamicas.

E importante destacar que na Mecanica QuAntica o estado do sistema nao evolui como
uma trajetéria classica bem definida; em vez disso, a evolugao ocorre em termos de ampli-
tudes de probabilidade, fazendo com que os resultados das medig¢oes sejam intrinsicamente
probabilisticos.

A solugdo da Equagdo de Schrodinger depende diretamente da forma da Hamiltoni-
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ana do sistema. Em situagoes nas quais a Hamiltoniana nao depende explicitamente do
tempo, os estados estacionarios podem ser determinados por meio da equagao indepen-
dente do tempo. Entretanto, quando existe uma perturbacao temporal, a analise torna-se
significativamente mais complexa. Para resolver esse problema, utiliza-se a expansao do
estado quantico em termos dos autoestados da Hamiltoniana nao perturbada (MAHON]|

2011; |(GRIFFITHS; FREITAS, 2011)).

3.1.1 Expansao do Estado Quantico

Como os autoestados da Hamiltoniana nao perturbada H, formam uma base completa
do espaco de Hilbert, o estado quantico geral do sistema em um instante qualquer, [1(t)),

pode ser expandido inicialmente como uma combinacgao linear desses vetores:
Z(J MNebn). (3.1.1.1)

Nessa primeira abordagem, os coeficientes dependentes do tempo C,,(t) absorvem toda
a dindmica do sistema, descrevendo a contribuigao de cada autoestado |, ) para o estado
global em um instante ¢. Alternativamente, para isolar a dindmica de transicao da evolu-
¢ao temporal natural do sistema livre, essa dependéncia pode ser explicitada inserindo-se

uma fun¢ao temporal genérica f,(t) acoplada a cada termo da somatdéria, resultando em:
Z Co(t) fu()|1n)- (3.1.1.2)

No formalismo da Teoria das Perturbagoes Dependentes do Tempo, a determinacao
da forma explicita desse fator temporal constitui o passo fundamental para estabelecer a

representacao de interacao.

3.1.2 Evolugao Temporal dos Estados Estacionarios

Para determinar a forma do fator temporal f, (), considera-se o comportamento do
sistema na auséncia de perturbacdes externas (V(¢) = 0). Substituindo a expansio da
Eq. na Equacao de Schrodinger dependente do tempo e utilizando a relacao de
autovalores da Hamiltoniana nao perturbada apresentada na Eq. , obtém-se a

seguinte equagao diferencial:

54 ()
dt

Esta é uma equacao diferencial linear de primeira ordem que pode ser resolvida pelo

= Eofa(t). (3.1.2.1)

método de separagao de variaveis, sendo reescrita como:

df, 1B,
=L =t
J h
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Integrando ambos os lados da igualdade, encontra-se:

Lt ,
In(f,) = — P

onde C’ é uma constante de integracao. Ao aplicar a funcdo exponencial em ambos os
membros e absorver a constante na normalizagao do estado, a evolugao temporal associada

aos estados estacionarios passa a ser denotada por:
fu(t) = e Ent/h, (3.1.2.2)

Desse modo, ao substituir a Eq. (3.1.2.2) de volta na Eq. (3.1.1.2)), a expansao do

estado quantico na representagao de interacao assume a sua forma final:
(1)) = D Cult)e M1y, (3.1.2.3)

A interpretacao fisica desses novos coeficientes surge naturalmente a partir dessa cons-
trucdo: o médulo quadrado |C,(t)|* fornece a probabilidade de encontrar o sistema no
autoestado |¢,) no instante ¢. Assim, o problema dindmico passa a consistir na determi-
nacao da evolucao temporal dessas amplitudes de probabilidade.

Na auséncia de potenciais externos, os coeficientes C,,(t) permanecem constantes, e o
sistema evolui apenas por meio dos fatores de fase temporal associados aos seus estados
estacionarios. Entretanto, sob a influéncia de uma perturbacao, esses coeficientes passam
a variar no tempo, indicando a ocorréncia de transi¢oes quanticas entre os diferentes
niveis de energia. A dindmica precisa dessa evolugao pode ser obtida substituindo a Eq.
(3.1.2.3) na Equacao de Schrodinger dependente do tempo e utilizando a propriedade de

ortonormalidade dos autoestados.

3.2 Representacao de Interacao

Nos problemas de interacao entre um sistema quantico e agentes externos, a Hamilto-
niana total pode ser escrita como a soma de uma parte nao perturbada, fIO, e de um termo
de interacao dependente do tempo, V(t) Como os autoestados e autovalores de Hy sao
conhecidos, a dinamica associada ao sistema isolado pode ser tratada exatamente. Nessa
situagao, torna-se conveniente separar a evolucao temporal produzida por H, daquela in-
duzida pela interacao externa. A representacao de interacao é particularmente adequada
para esse propésito, pois combina caracteristicas das representagoes de Schrodinger e
Heisenberg.

Nesse formalismo, a evolugao associada a Hamiltoniana nao perturbada é incorporada
aos operadores, enquanto os estados evoluem apenas sob a a¢ao do termo de interacao.

Como consequéncia, a equagao de movimento passa a depender diretamente da interagao
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responsavel pelas transi¢coes entre os estados do sistema, simplificando significativamente
o tratamento de perturbagoes dependentes do tempo (MAHON, 2011)).

Na representacao de Schrodinger, os estados evoluem no tempo enquanto os operadores
permanecem constantes. Ja na representacdo de Heisenberg, os estados sao fixos e a
evolugao temporal é transferida para os operadores. Embora ambas sejam equivalentes
do ponto de vista fisico, a estrutura da Hamiltoniana do problema em estudo sugere a
adocao de uma descricao alternativa.

As diferengas entre as representacoes de Schrodinger, Heisenberg e Interagao podem

ser resumidas conforme apresentado na tabela abaixo.

Tabela 1: Comparagao entre as representacoes de Heisenberg, Interacao e Schrodinger.

Representacao de | Representacao de | Representacao de
Heisenberg Interacao Schrodinger
Vetor de estado | Nao evolui Evolucao determi- | Evolugao  determi-
nada por Vi nada por H
Observaveis Evolucao determi- | Evolucdo determi- | Nao evoluem
nada por H nada por H,

Fonte: Elaborado pela autora baseado em (SAKURAIL NAPOLITANO) 2017) (2026).

Nessa abordagem, a evolucao associada a Hamiltoniana nao perturbada ¢é tratada
separadamente, enquanto a dinamica induzida pela perturbacgao é considerada explicita-
mente. Essa separacao simplifica o desenvolvimento da teoria de perturbacoes dependente
do tempo e o calculo das probabilidades de transicao entre estados quanticos. Na repre-

sentacao de Schrodinger, os estados evoluem segundo a equacao de Schrodinger:

d o
th— [¥(t)s = (Ho + V(2))[¥())s, (3.2.0.1)

e os operadores (como posicdo e momento) permanecem, em geral, constantes no
tempo, exceto quando possuem dependéncia temporal explicita. Na representacao de

interacao, o estado é definido por:

= Hot/h ) (4)) g, (3.2.0.2)

[ ())1

ou seja, remove-se a evolucao temporal devido a Hamiltoniana nao perturbada do es-
tado quantico, inserindo explicitamente no operador exponencial. Dessa forma, o operador

de evolucao temporal livre, definido por:
2 —iHot/h
UQ (t) =€ ot/ N
permanecendo apenas a dindmica associada a perturbacao externa.
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3.2.1 Equacao de Movimento na Representagao de Interacao

Para determinar a equacao de movimento dos estados na representacao de interagao,

realiza-se a diferenciacao temporal do vetor de estado em relagao ao tempo:

miwt»[ = z'hjt (eiffof/hm(t))s) : (3.2.1.1)

Aplicando-se a regra do produto para a derivada do membro direito, obtém-se:

d

B 0(0) = — e ™ (1) + ol (%W’”>S) '

Substituindo a dindmica da representacao de Schrodinger, expressa pela Eq. (3.2.0.1)),

no ultimo termo da igualdade anterior, a expressao torna-se:
B0 = —Boe o ()5 -+ ey V() 1)
Ao distribuir os operadores no segundo termo do membro direito, resulta em:
()1 = — e T (2))s -+ e B (1) -+ T (Dl ().

Visto que a Hamiltoniana nao perturbada H, comuta com sua prépria fungao expo-
nencial, a ordem desses operadores pode ser invertida, fazendo com que os dois primeiros

termos do membro direito se cancelem mutuamente. Desse modo, a expressao reduz-se a:

L d iHot/hy)
th[¥(t)r =e MV (@)]e(t)s.

Para eliminar completamente a dependéncia do estado de Schrodinger, utiliza-se a
relagdo inversa de transformacio, dada por [1)(t))s = e~y (t));. Substituindo essa

relacao no termo restante, encontra-se:
o d iHot/hy) —iHot/h
ih(t)r = eV (£ T My (1)) .

Define-se, entao, o operador de perturbacao na representacao de interagdo por meio

da seguinte transformacao de similaridade:
Vi (t) = efot/hy ()= iHot/h, (3.2.1.2)

A partir desta definicao, estabelece-se formalmente a equacdo de movimento para os

estados na representacao de interacao:
L d N
Zh@lw(t)h = Vi@®)(t)) 1. (3.2.1.3)
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Essa equacao demonstra que, na representacao de interagao, a evolucao temporal dos
estados quanticos é dada pela perturbacao externa, representada pelo operador 171(t)
A contribuigdo associada a Hamiltoniana livre H, deixa de aparecer explicitamente na
equacao de movimento dos estados, uma vez que sua dinamica natural ja foi incorporada
na definicao dos vetores de estado.

A fim de obter uma descricao completa desse formalismo, torna-se necessario analisar
também a evolucao temporal dos operadores. Considere um observavel arbitrario Ag

definido na representacao de Schrodinger. Na representagao de interagao, esse operador

é construido analogamente a Eq. (3.2.1.2):
Aj(t) = eMlot/h fge=iHot/h, (3.2.1.4)

Derivando essa expressao em relacao ao tempo e empregando as propriedades algébri-
cas dos operadores exponenciais, obtém-se a equagao de movimento para o observavel:
dA; 1

7E’Z}§Pihﬁd' (3.2.1.5)

Caso o operador original apresente uma dependéncia temporal explicita ainda na re-

presentacao de Schrodinger, a diferenciagao total assume a sua forma mais geral:

dA; i - OAg
— = |Hy, Al + | — ] . 3.2.1.6
dt h[ o A <8t , ( )

Observa-se, portanto, que os operadores na representacao de interagdo evoluem no
tempo sob a acao estrita da Hamiltoniana nao perturbada H,, enquanto os estados quan-
ticos tém sua dinamica ditada apenas pela perturbacgao \A/](t) Essa distribuicao de papéis
evidencia com clareza a natureza intermediaria desta representacao, na qual a dinamica

total do sistema é elegantemente compartilhada entre estados e operadores.

3.2.2 Expansao em Coeficientes Dependentes do Tempo

Como visto anteriormente, na representacao de interagao, o estado quantico pode ser
expandido na base completa dos autoestados da Hamiltoniana nao perturbada. Como
esses estados formam uma base ortonormal e sdo independentes do tempo, o vetor de

estado pode ser escrito como:

()1 = Con(t) [m), (3.2.2.1)

m

onde os coefientes C,(t) contém toda a informagdo sobre a evolucao temporal do

32



sistema. Os estados |¢,,) sdo definidos como autoestados de Hy:

e satisfazem a condi¢ao de ortonormalidade:

<¢n|¢m> = Onm- (3.2.2.3)

Essa expansao é particularmente 1til porque permite determinar a evolucao temporal
das amplitudes C,,(t), a partir das quais podem ser obtidas as probabilidades de transigao
entre os diferentes estados quanticos do sistema.

E importante destacar que o produto interno é sempre escrito como bra-ket, assim,
o bra é representado por (¢,| e o ket por |¢,,) resultando no produto interno (¢,|@.,)-
Quando n = m, o resultado ¢é igual a 1, indicando normalizacao do estado. J& quando
n # m, o produto interno é igual a 0, indicando ortogonalidade entre os estados.

Os coeficientes C),(t) , sao fungoes complexas dependentes do tempo e carregam toda a
informagao referente a evolugao induzida pela perturbagao V(t). Para um instante ¢t = 0,

temos:

[$(0))r = |¥(0))s = ZC NPm), (3.2.2.4)

em que os coeficientes iniciais C,,(0) sdo determinados pelas condigdes iniciais do pro-
blema. Por exemplo, se o sistema encontra-se inicialmente em um estado especifico |¢;) ,

entao:

Cin(0) = i

Para obter as equagoes de movimento dos coeficientes temporais, substituimos a ex-
pansao do estado na equagdo de Schrodinger da representacao de interacdo, dada na
Eq.(3.2.1.3). Substituindo a expansao:

3 Cn0l6m) = 3 CulVi (D)) (3:2.2.5)

Agora, aplicamos o bra (¢,| na Eq. (3.2.2.5) e usando a relagao de ortonormalidade
dada pela Eq. (3.2.2.3)), obtém-se o seguinte desenvolvimento,

ZC )l Vi(t)|m) = ZhZC ) Dn|Pm)
= thCm

= RO, (t). (3.2.2.6)

Perceba que no lado esquerdo da Eq. (3.2.2.6]), os termos <¢n\‘7[(t)|¢m> correspondem
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aos elementos de matriz do operador de perturbacao externa, na representacao de inte-
racao e na base de autoestados do hamiltoniano nao perturbado. Tendo isso em vista,
podemos explicitar esses elementos de matriz em termos das quantidades inicialmente
conhecidas do hamiltoniano nao perturbado. Para tanto, usamos a Eq. , bem
como as relagoes de autovalores dos estados |¢,,) dadas pela Eq. que nos leva a

seguinte resolucao:

(Dl Vi) | dm) = (] TNV ()M |5, )
e BBt/ (s 1V ()| o). (3.2.2.7)

Notemos que a partir da Eq.(3.2.2.7)), somos motivados a definir o seguinte termo:

E, - E,
Wy = o m (3.2.2.8)

o qual corresponde as frequéncias de Bohr associadas as transi¢des entre os niveis
de energias do sistema nao perturbado. De posse disso, conseguimos entao explicitar os

elemento de matriz do operador de perturbagao externa, na representacao de Interagao:

(Dul V(1) Gm) = € (G0 |V (1) frm).- (3.2.2.9)

De posse disso, conseguimos entao escrever a equacao diferencial para os coeficientes

C,(t), da expansao do estado [¢(t)) feita na Eq. (3.1.1.2)), como:

ihCy ( ZO et (g 1V (1)), (3.2.2.10)

em que os coeficientes C),(0) sd@o conhecidos, ja que representam os coeficientes de expansao
do estado inicial que, a priori, é conhecido. Com isso, o problema de valor incial dado
pela Eq. (3.2.2.10) fica bem posto, de modo que seja possivel determinarmos de forma

univoca esses coeficientes para cada instante de tempo ¢. Assim, é possivel obter:

ihC( ZC ){(al Vi (t) | dm) (3.2.2.11)
€1 que 0s termos:
(Dal Vi (8)|bm) (3.2.2.12)

correspondem aos elementos de matriz do operador de perturbacao na representacao

de interacdo. Recordando a defini¢ao do operador V;(t):

Vi(t) = eiﬁot/hV(t)e—iﬁot/h
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e utilizando a Eq. (3.2.2.2)) e a relacao:

sera obtido:

<¢n|f/l(t>|¢m> = eiEnt/h<¢n|V(t)|¢m>6_iEmt/h = ei(En_Em)t/h<¢n|V(t)|¢m>

Com isso, os elementos de matriz podem ser denotados como:

(Dl V() bm) = € (| V (E) | brm) (3.2.2.13)

Apébs definir-se os elementos, o sistema de equagdes acopladas para os coeficientes

dependentes do tempo define-se por:

ihCr(t) = 3 Con(t)e™ ™ (G |V (1) | brm) (3.2.2.14)
A equagao obtida descreve completamente a evolucdo temporal das amplitudes de

probabilidade induzidas pela perturbacao externa.

3.3 Sistema de Dois Niveis com Perturbacao Dependente do

Tempo

O sistema quantico de dois niveis descreve adequadamente diversos fendmenos fisicos
fundamentais relacionados & interacdo entre a radiacio eletromagnética e a matéria [1]
Nesse modelo, considera-se que apenas dois estados quanticos sao relevantes para a dina-
mica temporal: o estado fundamental |1) e o estado excitado |2), com as suas respectivas
energias F e Fy, sendo Fy > E; (MAHON;| 2011; SAKURAIL; NAPOLITANO| 2017). Na

auséncia de agentes externos, a Hamiltoniana nao perturbada do sistema é expressa por:
Hy = Ey|1)(1] + E5[2)(2). (3.3.0.1)

Os estados |1) e |2) constituem uma base ortonormal do espago de Hilbert bidimensi-
onal (H) e representam os autoestados de energia do sistema isolado. Sob a base desses

autovetores, a Hamiltoniana livre assume uma representagao matricial diagonal:

R E, 0
H=|" : (3.3.0.2)
0 FE

4Um 4tomo interagindo com um laser quase ressonante pode ser tratado como um sistema de dois
niveis quando apenas um estado fundamental e um estado excitado sao significativamente acoplados pela
radiagdo, enquanto as demais transi¢oes permanecem despreziveis.
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o que evidencia a auséncia de acoplamento entre os niveis de energia quando o sistema
permanece isolado. Consequentemente, os estados evoluem temporalmente de maneira
independente.

Entretanto, em aplicacoes fisicas de grande interesse, como na interagao de um atomo
com um campo eletromagnético oscilante, torna-se necessario incluir o termo de interacao
dependente do tempo no operador Hamiltoniano total do sistema. Considerando uma
perturbagao harmonica classica que acopla os niveis de energia, a Hamiltoniana total

pode ser representada explicitamente na base {|1),|2)} por meio da matriz:

Ff(t)—( b Veim), (3.3.0.3)

,ye—iwt E2
onde F; e Ey sao as energias dos estados nao perturbados, v caracteriza a intensidade
do acoplamento e w denota a frequéncia angular do campo externo. Os elementos nao di-
agonais dessa matriz desempenham o papel de conectar os estados quanticos, viabilizando
a transferéncia de populacdo por meio de processos induzidos de absorcao e emissao de

energia.

3.3.1 Evolugao Temporal das Amplitudes de Probabilidade

Na representacao de Schrodinger, o estado quantico do sistema de dois niveis pode ser

escrito como uma superposicao linear de seus estados estacionarios de energia:

[¥(t)) = CL(B)[1) + Co(1)[2), (3.3.1.1)

em que C'(t) e Cy(t) sdo as amplitudes de probabilidade complexas dependentes do tempo.
A dindmica temporal desse vetor é regida pela equacao de Schrodinger dependente do

tempo: p
th— [¥(8)) = H(t)[¢(1)).

Ao substituir a expansao do estado na equacdo de movimento, obtém-se um sistema
de equagoes diferenciais lineares acopladas para os coeficientes C(t) e Cy(t), cuja solugao
descreve detalhadamente a transferéncia de populagdo entre os dois niveis energéticos
induzida pelo campo externo.

Do ponto de vista fisico, a interpretacao dessas amplitudes estd intimamente vincu-
lada ao principio de conservacao de probabilidade. Os médulos ao quadrado, |Cy(¢)|* e
|Cy(t)]?, representam, respectivamente, as probabilidades de se encontrar o sistema no
estado fundamental ou no estado excitado em um dado instante t. Visto que o sistema

deve se encontrar necessariamente em um dos dois estados quanticos disponiveis, a soma

36



dessas probabilidades deve permanecer constante e unitaria ao longo de toda a evolucao:
(L) + [Ca(t)]* = 1.

Essa condicao assegura a normalizacao continua do vetor de estado no espaco de Hil-
bert, constituindo uma consequéncia direta da natureza unitaria do operador de evolucao
temporal.

Para completar a descricdo do problema de valor inicial, assume-se como hipodtese
convencional que o sistema encontra-se inicialmente colapsado no menor nivel de energia.

Essa configuracao fundamental é traduzida pelas condigoes iniciais:
Ci(0)=1 e Cy(0) =0,
o que implica diretamente em:
ICL0)P=1 e |Cy(0)]*=0.

A partir desse cenario, a acdo da perturbagao externa quebra o regime estacionario
do sistema isolado, provocando uma transferéncia sucessiva de populacao quantica em
dire¢do ao estado excitado. Esse mecanismo caracteriza dinamicamente o processo de

excitacao induzida por campos de radiacao eletromagnética.

3.3.2 Oscilagoes de Rabi em Sistema de Dois Niveis

Quando o campo aplicado possui frequéncia proxima da frequéncia natural de transicao
do sistema, ocorre um acoplamento entre os estados de energia, permitindo a transferéncia
periodica de populacao entre eles.

Considerando inicialmente o sistema preparado no estado fundamental, a evolugao
temporal das amplitudes de probabilidade é obtida pela solucao da equacao de Schrodinger
dependente do tempo. A partir da aproximagao da onda giranteﬂ, obtém-se duas equagoes

diferenciais acopladas para os coeficientes C(t) e Co(t),

iCy(t) = %eiAth(t), (3.3.2.1)
iCy(t) = ;—he’mt(jl(t), (3.3.2.2)

onde A = w — wy representa a dessintonia entre a frequéncia do campo aplicado e a

frequéncia natural da transicao.

®Na aproximacdo de onda girante ([Rotating Wave Approzimation — RWA), desprezam-se os termos

oscilantes rapidos da interagdo, mantendo apenas aqueles que contribuem significativamente para a di-
ndmica préxima da ressonancia (SAKURAI; NAPOLITANO) 2017).
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Derivando a segunda equacao em relagdo ao tempo e utilizando a primeira para eli-
minar C(t), obtém-se uma equagao diferencial de segunda ordem para a amplitude do
estado excitado,

Buscando solugoes da forma

Cy(t) oc e, (3.3.2.4)
obtém-se a equagao caracteristica
2 "
A —— = 3.2.
A+ )\—|—4h2 0, (3.3.2.5)
cujas raizes sao
A
Ae = —% +iQ, (3.3.2.6)
onde foi definida a frequéncia generalizada de Rabi,
2 2\ 1/2
v A
Q=|(-—+— . .3.2.
(2%) w02

Aplicando as condigoes iniciais C1(0) = 1 e C3(0) = 0, encontra-se a solu¢ao para a

amplitude associada ao estado excitado,

Co(t) = —i 7/52%) e A2 5in (). (3.3.2.8)

O médulo quadrado dessa amplitude fornece a probabilidade de encontrar o sistema

no estado excitado em um instante ¢,

Py(t) = |Cy(t) % (3.3.2.9)

Como o fator exponencial possui médulo unitario, a probabilidade depende apenas do

termo oscilatério. Assim, obtém-se a equacao,

72/h2 )

P = —
5 (1) S+ AT sin

2 2\ 1/2
v A
(ﬁQ + 4> t] , (3.3.2.10)

conhecida como férmula de Rabi.

Essa expressao descreve o comportamento oscilatério da populacao entre os dois esta-
dos quanticos. Em vez de permanecer permanentemente em um tnico nivel de energia, o
sistema alterna periodicamente entre os estados fundamental e excitado devido a interacao

com o campo externo.
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O parametro ~ caracteriza a intensidade do acoplamento entre o campo eletromagné-
tico e o sistema quéntico, enquanto o pardmetro A detuning, mede a diferenca entre a
frequéncia do campo aplicado e a frequéncia natural da transi¢do atomica. A presenca de
A modifica tanto a frequéncia quanto a amplitude das oscilagoes observadas.

Um caso particular de relevancia ocorre quando o sistema se encontra em condi¢ao de
ressonancia, isto é, quando a frequéncia do campo coincide exatamente com a frequéncia
de transicao do sistema. Nessa situagao, A = 0, e a expressao simplifica-se para

Py(t) = sin® G_Lt) : (3.3.2.11)

No grafico abaixo, observa-se que a probabilidade de excitacao pode atingir o valor
maximo P, = 1, evidenciando que, em condi¢do de ressonancia, ocorre transferéncia

completa de populacao do estado fundamental para o estado excitado.

Figura 8: Probabilidades de ocupacao dos estados |1) e |2) para um sistema de dois niveis
em ressonancia (A = 0).

1.0 1

0.8 1

0.6 1

0.4

Probabilidade

0.2 1

0.0

Tempo (t)
— P (t) =cos? (Qgt) — = Py(t) =sin? (Qgt)

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

Demonstra como a interagao coerente entre luz e matéria pode controlar a ocupacao
dos niveis energéticos de um sistema quéntico.
A condicao de ressondncia corresponde a situacao em que a energia dos fétons inci-

dentes coincide extamente com a diferenca de energia entre os niveis do sistema,
hw=F, — FE, (3.3.2.12)

nessas condigoes, a troca de energia entre o campo eletromagnético e o sistema quantico

torna-se maxima, o que favorece a ocorréncia de transi¢oes induzidas.
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Quando o sistema encontra-se inicialmente no estado fundamental, a acdo do campo
eletromagnético pode promover a absor¢ao de um foton, transferindo a populacao para o
estado excitado. Por outro lado, caso o sistema esteja inicialmente no estado excitado,
o mesmo campo eletromagnético pode induzir uma transicao para o estado fundamental.
Durante esse processo ocorre a emissao de um féton com a mesma frequéncia, fase, direcao
de propagacao e polarizacao do campo incidente. Esse fendomeno é conhecido como emissao
estimulada (MAHON| |2011]).

A emissao estimulada possui uma importancia particular porque o féton emitido apre-
senta as mesmas caracteristicas do foton incidente. Como consequéncia, a radiagao pro-
duzida mantém elevado grau de coeréncia, propriedade essencial para o funcionamento
dos dispositivos laser (SCULLY; ZUBAIRY/, |1997Db)).

Quando um sistema esta sujeito a um campo magnético estatico é perturbado
por um campo magnético oscilante, assim, podendo ocorrer transi¢oes entre os niveis de
energia que estao de forma estacionaria.

Considerando inicialmente um sistema submetido a um campo magnético estatico
By reponsavel pela definicao dos niveis energéticos da interagdo de Zeeman. Sobre este

campo, aplica-se uma perturbacao magnética oscilante de amplitude By,
B(t) = 2B cos(wt) (3.3.2.13)

Uma perspectiva util é decompor esse campo linearmente polarizado em duas compo-
nentes circularmente polarizadas que giram em sentidos opostos. Utilizando identidades

trigonométrica, obtém-se
By (Zcoswt + gsinwt) + By (Zcoswt — §sinwt) (3.3.2.14)

A primeira componente descreve uma rotacao anti-horaria, enquanto a segunda cor-
responde a uma rotacdo horaria. Apenas uma dessas componentes pode sincronizar-se
com o movimento de precessao induzido pelo campo estatico By. Quando a frequéncia do
campo aplicado coincide com a frequéncia natural de transicao do sistema, estabelece-se
a condic¢ao de ressonédncia, permitindo a transferéncia eficiente de energia entre o campo
externo e o sistema quantico.

Para que a teoria de perturbagoes permaneca valida, a intensidade do campo pertur-
bativo deve ser significativamente menor que a intensidade do campo estatico responséavel
pela estrutura dos niveis energéticos, assim, By < By. Nessa situagao, a acao do campo
oscilante pode ser tratada como uma pequena corre¢ao a dindmica do sistema nao per-
turbado.
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3.4 Série de Dyson

Na maioria dos problemas fisicos, a equacao de Schrédinger dependente do tempo
nao admite solugao analitica exata. Por esse motivo, procura-se construir uma solucao
aproximada por meio de uma expansao em poténcias da perturbagao (SAKURAI; NA-
POLITANO, 2017). O parametro A é o parametro perturbativo que organiza a expansao

em ordens sucessivas denotadas por,
Co(t) = CO) + X\CH () + N2CD (1) 4 - -- (3.4.0.1)

O termo C(O)(t) descreve a evolucio do sistema na auséncia de perturbagdo. Os termos
seguintes representam correcoes sucessivas produzidas pela interacdo externa. Quanto
menor for a intensidade da perturbacado, mais rapidamente a série converge e melhor serd
a aproximagcao obtida utilizando apenas os primeiros termos.

Uma formulagao mais geral consiste em introduzir o operador de evolugao temporal
Ui(t, to) na representagao de interagao, responsavel por conectar o estado do sistema em
dois instantes distintos. Assim, o estado do sistema, no quadro de interagdo, pode ser

exXpresso como

[¥1(8)) = Uit to) |41 (to))- (3.4.0.2)
Satisfazendo a seguinte equacao diferencial com a condigao inicial Uy (tg,to) = 1,
0
zhaUI(t,to) = Vi(t)U;(t, to), (3.4.0.3)

onde I é o operador identidade. Esta é a equacao de Schrodinger para o operador de
evolu¢ao na imagem de interacao.

Desejamos mostrar que o estado

[01(t)) = Ur(t, o)1 (to)),

satisfaz a equagao de Schrodinger na imagem de interacdo, garantindo a consisténcia da
definicao.
Partimos da equacdo de movimento do operador de evolucao, Eq(3.4.0.3)), aplicamos

ambos os lados dessa equagao ao estado inicial |¢;(to))

0

iha [Ur(t, to) |1 (to))] = Vi(t)Ur(t, to) |91 (t0))-

Por definicao,
[r(t)) = Ur(t, to)|vr(to)),

substituindo na equacao, obtemos exatamente a equacao de Schrodinger para o estado
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|1r(t)) na imagem de interagao,

0
iha [91(t)) = Vi(t)l¥r(2),

como desejado.
Partindo da equagao de Schrodinger no quadro de interagao, a evolucao temporal do

sistema pode ser escrita de forma integral como

7 t
U](t,to) - I - ﬁ dtl ‘/j(tl)U[(tl,to), (3404)

to

a qual vale para qualquer instante de tempo t. Em particular, para ¢t = t; temos,

v [
U[(tl,to) - [ - ﬁ dtQ ‘/}(tQ)UI(tQ, to), (3405)

to

pondo a Eq. (3.4.0.5) na Eq. (3.4.0.4) obtemos

Urlt,to) — I—?L "t Vi) {I—h dtQVI(tQ)UI(tQ,tO)}
t1
_ ]—ﬁ Lt Vi) + (—) /dtl/ dts Vi(t0)Vi(t2)Us(ta, o).
to to
Portanto,

?

i [t 2t t1

Uit te) = T —~ [ dt Vi(ty) + (—) [ dn [t Vi) Vi) Ur(es o). (3:4.0)
h to h to to

Agora, substituimos novamente a expressao formal para Uj(ts, tp)

it
Ur(ta, to) = 1 — s dts Vi(ts) Ur(ts, to).

to

Inserindo na Eq.(3.4.0.6]),

it
U](f,fo) =1 — ﬁ/t dtl‘/l(tl)
7 2 t1 1 [t
+ <_h) /t dty t dty Vi(t1)Vi(ts) {f— 7 dts Vi(ts)Ur(ts, to) | -

to
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Realizando distribuicao,
7 t
Ur(t,tg) =1 — 7 dt,Vy(ty)
to

7: 2 t t1
n (_h> / dty | dty Vi(t)Vilts) I
to

to

IS ot t ta
+(—h) [t [ty [t Vi) Vit Vats) Us(ts o),
to to to

obtemos a equacgao explicitamente.

A Série de Dyson constitui a base da teoria de perturbacgao dependente do tempo, per-
mitindo construir sistematicamente corregoes de ordem arbitraria para a evolugao tempo-
ral do sistema. Cada termo da expansao corresponde a uma ordem sucessiva da interagao e

descreve processos envolvendo miultiplas atuagoes da perturbagao sobre o estado quantico.

3.4.1 Amplitudes de Transi¢cao na Representacao de Interacao

Para aplicacoes praticas, é conveniente expandir o estado quantico na base completa
dos autoestados da Hamiltoniana nao perturbada (Hp). Os coeficientes da expansao
sao as amplitudes de probabilidade (C,(t)), cuja evolugdo temporal é governada pela
perturbagao.

Na representagio de interagao, a amplitude de transi¢ao C,,.; do estado inicial |i) para

o estado final |n) é definida por,

Crei(t) = (Un|Ur(t, to) [10i)- (3.4.1.1)

Expandindo o operador de evolugao em série de Dyson,

o y\ ™ t t1 tm—1
Urltte) =1+ 3 (—%) [t [Cdtaes [Tt Vit Vit - Vilta), (3:4.1.2)
m=1 0

to to

obtém-se a expansao perturbativa das amplitudes,
Crs(t) = CRLi(8) + CLly(t) + Ot + - (3.4.1.3)
onde cada termo corresponde a uma ordem especifica da interacao.

Ordem zero: O termo de ordem zero corresponde ao operador identidade

CO () = (Wul I[1) = (n]ths) = G- (3.4.1.4)

Assim, em ordem zero, a transicao so ocorre se o estado final for igual ao estado inicial.
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Primeira ordem: O termo de primeira ordem é dado por

0 = —1 [ty V(i) ) (3.4.15)

Usando a definicio de V;(t) = etflolt=to)/h/e=iflo(t=to)/h "¢ inserindo as energias E; e I,

dos estados [1;) e |1y,), obtemos,

(W |Vi(t1)|ihy) = BBt /My 1 |py) = eomii=toly

onde definimos w,,; = (E, — E;)/h e Vi = (Un|V]1h:).

Portanto,
t

C,’,(l]iz(t) _ _%Vnz t dtl eiwni(tl_to)' (3416)
0

A amplitude de primeira ordem descreve uma transigao direta do estado inicial |¢) para
o estado final |n) por meio de uma tinica atuacio da perturbacio. O fator e incorpora
a diferenca de energia entre os estados, e a integral temporal acumula as contribuicoes da

perturbac¢ao ao longo do tempo.

Segunda ordem: O termo de segunda ordem é

P (1) = (-%)2[ it /tt dts (Vi (£2) Vi () |165)- (3.4.1.7)

Inserindo uma resolugao da identidade Y, |¢m ) {(¥m| = I entre os operadores V;(t;) e

Vi(ts):

Usando novamente a expressao para os elementos de matriz na imagem de interacao,

W Vi(t1)[th) = i En=Bm)ti—t0)/hy,
<¢m|v}(t2)|¢l> = ei Em—E;)(t2—to)/h sz
Substituindo,

Vi(t1)Vi(ts) V V. e nm{ti—to) giwmi(t2—to)
¢n I 1 I 2 ¢z

Portanto, a amplitude de segunda ordem ﬁca,

C2i(t) —< ) Zvnmv,m / dty | dt2eiwm“l—t0>eiwm<t2—t0>. (3.4.1.8)
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Ordem geral: Seguindo o mesmo procedimento, o termo de ordem k pode ser escrito
como:
(k) i\
On<—i (t) = <_h> Z Vnmk_lvmk_lmk_g e lei
. , T2, M —1 (3.4.1.9)
t — . . .
o / dtl / 1 dt2 o / k—1 dtk 6'“”nmk—1t1 elw’"k—lmk—2t2 L @Z“’mlitk_
to to to

3.4.2 Probabilidades de Transicao

Uma das principais aplicagoes da Série de Dyson consiste no calculo das probabilidades
de transicao entre estados quanticos. Considere um sistema inicialmente preparado em
um estado |i). Sob a agdo da perturbagao, existe uma certa probabilidade de o sistema
ser encontrado posteriormente em outro estado | f).

Na aproximacao de primeira ordem, a amplitude de transicao ¢ dada por

Dty = —; t:<f|f/1(t’)|i) n (3.4.2.1)
A quantidade,
Viult) = (17200 (3.42.)

corresponde ao elemento de matriz da perturbacao entre os estados inicial e final. Dessa

forma, a amplitude de transicao pode ser reescrita como

0
h

Deste modo, a probabilidade de transicao é obtida pelo quadrado do médulo da am-

t
Wty = V(1) dt’. (3.4.2.3)
to

plitude,
2
Pis(t) = |0 (3.4.2.4)

Demonstrando que a probabilidade de transicao depende diretamente do acoplamento
entre os estados inicial e final, representado pelo elemento de matriz da interacao.

Quando a frequéncia do campo externo coincide com a frequéncia natural associada
a diferenca de energia entre os estados, a amplitude de transicao torna-se maxima. Esse
comportamento caracteriza a condi¢ao de ressonancia e explica por que determinados

comprimentos de onda sao absorvidos ou emitidos com maior intensidade.

3.4.3 Transicoes Induzidas por uma Perturbacao Dependente do Tempo

Uma das aplicagoes mais importantes da Teoria de Perturbagoes Dependentes do
Tempo consiste no calculo das probabilidades de transicao entre diferentes estados quanti-
cos. Considere um sistema inicialmente preparado em um autoestado |i) da Hamiltoniana
nao perturbada. A acao de uma perturbacao dependente do tempo pode induzir a tran-

sicao para um estado final | f), modificando a distribuigdo de probabilidades do sistema.
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Na aproximacao de primeira ordem, a amplitude de transicao é dada por
D)y 1 ! O (N e
cp(t) = — ; (fIVi(t)|i) at’. (3.4.3.1)

Quando a perturbacao possui carater harmonico, o potencial deve ser escrito como

A

V(t) = Voe ™ 4+ Vie™t, 3.4.3.2
0

de modo a garantir a hermiticidade do Hamiltoniano total. Assim, os elementos de matriz

da interacao assumem a forma

(FIV(t)]i) = Vyse ™" + Ve, (3.4.3.3)

onde Vy; = (f|Vpli), representa a intensidade do acoplamento entre os estados envolvidos
na transicao.
Substituindo essa expressao na amplitude de primeira ordem e efetuando a integracao

temporal, obtém-se

Vi ei(wfifw)t -1
— 7;‘ R (3.4.3.4)

no qual,

By -
h
é a frequéncia natural associada a diferenca de energia entre os estados inicial e final.
A probabilidade de transicao é dada pela Eq. que resulta em

wyi (3.4.3.5)

Pty = U =

(3.4.3.6)

Essa expressao apresenta um comportamento extremamente importante, quando a
frequéncia da perturbacao aproxima-se da frequéncia natural da transicao, o denominador
torna-se pequeno e a probabilidade de transicao aumenta significativamente.

A condigao w =~ wy; define o regime de ressonancia, no qual a transferéncia de energia
entre o campo externo e o sistema quantico torna-se maxima.

A dependéncia temporal da probabilidade de transicao é governada pela funcao

sin? () (sin(x)

2 T

2
) = sinc?(z),
conhecida como fun¢ao seno quadrada. Essa funcao apresenta um maximo em torno de

x = 0, indicando que as transicoes sao fortemente favorecidas quando a frequéncia da

perturbagao coincide com a frequéncia natural do sistema.
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A medida que o tempo de interacdo aumenta, o pico central torna-se progressivamente

mais estreito e elevado, aproximando-se de uma distribuicao delta de Dirac,
S(wp —w).

Esse resultado mostra que apenas frequéncias muito préximas da condi¢ao de ressonancia

contribuem significativamente para as transi¢bes quanticas.

3.4.4 Regra de Ouro de Fermi

A analise das probabilidades de transicao induzidas por uma perturbagao dependente
do tempo conduz a um dos resultados mais importantes: a Regra de Ouro de Fermi. Esse
resultado descreve a taxa com que um sistema quantico realiza transicoes entre estados
de energia sob a acao de uma perturbagao externa.

Considere uma perturbacio constante (independente do tempo) V(t) = V. A ampli-

tude de transicao de primeira ordem do estado inicial |i) para o estado final |n) é:

L
(1) = —% (n|V]iyet ' at’, (3.4.4.1)
0

onde wy; = (E, — E;)/h e Vi = (n|V]i).

Como V,,; é constante, ele sai da integral, respectivamente,

L
W (f) = —%vm- / et g’ (3.4.4.2)
0

n

Realizando a integral sem a presenca da constante,

. t .
t . lwnit/ twnit _
/ etmit' gy = e. e , 1.

0 TWn; 0 1Wn;

Assim,

(Dt = —EVm; . eiwnit _ 1 _ Vi (eiwmt _ 1) .

h iwm hwm

Fatorando as exponenciais e™nit/2,

piwnit _ ] — giwnit/2 (eiwm-t/Z . e—iwm-t/2) — iwnit/2 95 gin (w;nﬁ) 7
podemos reescreve-la,

cWD(t) = = . enit/2 . 2 sin (w2 > = —hzuiewmw sin <u}2) .
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Como a probabilidade de transicao é o moédulo quadrado da amplitude

2

Prn(t) = [ ()2 = '—Zewmtﬂ sin (”2) (3.4.4.3)

Sabendo que, | — 2i|? = 4 e |e™nit/?|? = 1,

AVl

sin® (“2) . (3.4.4.4)

Escrevendo em termos da energia e substituindo w,; = (E, — E;)/h, temos,
w12u' = (En — E@')Z/h27

E, — E)t
sin“(wpt/2) = sin <2h :

ao substituir as expressoes na equacao de probabilidade, obtem-se

P, ()

AV, B (BBt
T~ (E,—Ep " 2h '

Por fim, podemos simplificar os indices de h?, resultando em,

UVul2 5 (B, — E)t
Pin(t) = . 3.4.4.5
(t) E, - B T ( )

Definimos z = (E, — E;)t/(2h). Para t grande, a funcao sin?(z)/2? se comporta como

uma delta de Dirac. E sabido ao leitor que,

. sin?(xt)
t—oo Tt

= 0(x).

Ajustando para nossa expressao, podemos observar uma nova expressao dada como,

sin? Bz Bt} gi? (Bt
(B, — E)? a2 ((E%hE)t)Q

Tomando o limite ¢ — oo,

. sin® En_Bu)t -2 sin? (ELLEW
L (EE—Z)Q):}%W' ((15;;))
2h
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usando a propriedade da delta,

s (BB p s (B = Bt
im =— - mt-0| ——|.
e (B, — B A2 oh
E importante destacar que a forma padrio da literatura é

. sin?}(wt/2) 7t

esta ¢ a relagdo que iremos utilizar. Como w = (E,, — E;)/h, detemos

i (52 oty 5 )
im = —0(—F7
i (B, — E;)2/R2 2 no )

multiplicando ambos os lados por 1/k?

) sin? (Bl oy 5 (En —~ EZ>
im =—0(——
i (B, — B2 2R A

usando a propriedade da delta d(ax) = §(x)/|al|, com a = 1/h:

5 (M> =ho(E, — E;).
ki
Portanto,
sin? (M) L ot
li ) — —  hS§(E,— E;) = — 6(E, — E 44,
B —E, gy~ are MO )= gy 00 = B, (3447)

a equacao nos diz que, para tempos longos, a probabilidade de transicao é significativa
apenas quando F, = E;, ou seja, quando ha conservagao de energia. A delta de Dirac
d(FE, — E;) impoe esta condicao.

Na pratica, o estado final ndo é um tnico estado discreto, mas um continuo de estados.
Por exemplo, em um sélido ou em um feixe de particulas, existem muitos estados finais
com energias proximas.

Precisamos integrar sobre todos eles. Inicialmente introduzimos a densidade de estados

finais p(E,), que é o nimero de estados por unidade de energia na vizinhanca de E,,:

_dN
dE,’

p(En)
A probabilidade total de transigao do estado |i) para qualquer estado final é

P(t) = [ Prsnt) p(En) dE.,
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substituindo a Eq.(3.4.4.5)) e usando o limite da Eq.(3.4.4.7)) para tempos longos,

AVail> o (B — Bt
P(t) = / (B — E? sin ( 57

para t suficientemente grande, podemos substituir a fungdo pelo seu limite (3.4.4.7)),

) o(E,) dE,,

4 an 2 Tt

Note que o fator 4/h* vem da expressio original: P;_,,(t) = 4“27’;”2 . %5 (B, — E;).
Simplificando as constantes:

27t
PO= | %

Vil 28(E, — E)p(E,) dE,.
A integral sobre a distribuicao delta de Dirac elimina a integral, avaliando o integrando

em F, = E;,
27t
P =5

A expressdo acima tem um fator A* no denominador, enquanto a forma padrao da

Vil *p (). (3.4.4.8)

Regra de Ouro de Fermi tem A. Isso ocorre porque usamos uma definicdo especifica da

perturbacao. A forma padrao é:
27 9
P(t) = — [Vl p(Ei) . (3.4.4.9)

Esta é a expressao encontrada na literatura. Adotaremos esta forma, que é obtida
quando a perturbacao é definida como V(t) =2V cos(wt) e se utiliza a aproximagao de
onda girante.

A taxa de transicao I' é definida como a probabilidade de transicdo por unidade de

tempo:
_dP

= E.
Derivando a Eq.(3.4.4.9) em relagao ao tempo,

r

2
D= 5 Vaul?0(E). (3.4.4.10)
A Eq.(3.4.4.10) é a Regra de Ouro de Fermi:
2
D= 5 Vaul?0(E). (3.4.4.11)

A Regra de Ouro de Fermi mostra como as probabilidades de transicao obtidas pela
teoria de perturbagoes dependentes do tempo podem ser convertidas em taxas de tran-

sicdo observaveis experimentalmente. Sua importancia reside no fato de estabelecer uma
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conexao direta entre a descricao microscopica da interacao quantica e fené6menos macros-
cOpicos mensuraveis, permitindo prever com que frequéncia um sistema realiza transi¢oes
entre diferentes estados de energia.

Do ponto de vista fisico, esse resultado fornece a base tedrica para a compreensao de
diversos processos fundamentais envolvendo a interacao entre radiacdo e matéria. Em par-
ticular, ela permite calcular taxas de absorcao, emissao estimulada e emissao espontanea,
fendmenos que constituem os mecanismos elementares responsaveis pelo funcionamento
dos lasers. Além disso, a Regra de Ouro de Fermi desempenha papel central na descri-
¢ao de decaimentos radioativos, espalhamento de particulas e processos de relaxacao em

sistemas quanticos.

3.4.5 Perturbacao Harmoénica

Até este ponto, discutimos a teoria de perturbacoes dependentes do tempo em sua
forma geral. Entretanto, para descrever a interagdo entre um atomo e uma onda eletro-
magnética, é necessario considerar uma perturbacao que varie periodicamente no tempo.
Isso ocorre porque os campos elétrico e magnético associados a radiagao eletromagnética
apresentam comportamento oscilatorio, caracterizado por uma frequéncia angular bem
definida.

Do ponto de vista fisico, é interessante compreender como um campo eletromagnético
pode induzir transicoes entre diferentes estados de energia de um sistema quantico. Essas
transi¢coes constituem a base dos fendmenos de absor¢ao, emissao espontanea e emissao
estimulada, fundamentais para a compreensao do funcionamento dos lasers e da interacao
entre luz e matéria.

Considerando um sistema inicialmente preparado em um estado |i) de energia E;.
Quando submetido a uma perturbacao oscilatoria de frequéncia w, o sistema pode realizar
transi¢oes para um estado final |f) de energia Ey. A condigdo para que essas transigoes
ocorram com maior probabilidade é que a frequéncia da perturbacao seja proxima da

frequéncia associada a diferenca de energia entre os estados,

Segundo (MAHON| [2011; SAKURAI; NAPOLITANO, 2017), uma perturbagao har-
monica é aquela que varia no tempo de forma oscilatéria com frequéncia w, sendo fre-
quentemente utilizada para descrever a interacao de um sistema quantico com um campo

eletromagnético monocromatico. Sua forma geral é descrita tal que,

V(t) = Ve + Vet (3.4.5.1)

onde V' é um operador independente do tempo. O primeiro termo (&™) estd associado a
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emissao de energia hw pelo sistema, enquanto o segundo (e~™*) estd associado a absor¢ao
de energia hw.
A amplitude de transi¢do de primeira ordem do estado inicial |i) para o estado final

|n) é dada por:

(1) = — [[@IV(E e at, (3.45.2)

onde w,; = (E, — E;)/h. Substituindo a forma de V(¢):

(n|V(t)]i) = Vige™" + Ve ™, (3.4.5.3)

com Vi = (n|[V[i) e VI, = (n|V1|i) = (i|V|n)*.

Assim:

et
Wy b iwt! to—iwt'\ iwngt! 740
e (t) = 5 ) (Vme + Ve )e dt
j t , t ,
h 0 0

1
= = [Vnz

1— 6i(wm+w)t

h

Wni + W Wni — W

A probabilidade de transicio ¢ Pi,,(t) = |cV(¢)]?. Para tempos longos, o termo
dominante ocorre quando o denominador se anula, ou seja, quando w,; £ w =~ 0. Isso

corresponde a as seguintes descrigoes:

o Absorc¢ao: F, = E; + hw (termo com VnTZ)

o Emissao induzida: E, = E; — hw (termo com V,;;)

As duas possibilidades de transicao induzidas pela perturbacao harmonica estao ilus-
tradas na figura abaixo. No processo de absor¢ao, o sistema absorve um féton de energia
hw do campo externo, realizando uma transicao para um estado de maior energia. Ja na
emissao induzida, o sistema decai para um estado de menor energia, emitindo um féton

de energia hw para o campo.
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Figura 9: Transicao entre estado fundamental e excitado.

E; [} E; |7}
A
he NavVava S
AN\~
+ hw
v
E; [@i) Er [r)
(a) Absorcao (b) Emissao induzida

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A taxa de transi¢ao (probabilidade por unidade de tempo) é obtida pela regra de ouro

de Fermi,
I = 2;; [\vm|25(En — E; — hw) + |VL?6(E, — E; + hw)] . (3.4.5.5)
Como |V|2 = |V,,[2, entdo,
_ 2;|Vm!2 [6(Ey — Ei — h) + 6(E — Es + hw)]. (3.4.5.6)

A amplitude de segunda ordem é dada denotada através da equagao,

@ :<‘) Z/ iy [ dty V(1)) (m |V (1) iyt eionte, (3.4.5.7)

Substituindo na Eq. (3.4.5.1)), cada elemento de matriz contribui com dois termos. A

expressao geral envolve quatro combinagoes,

i\ 2 t t1
(2)( — (_Z> / Wwpmtl ,iwmit2
¢, (t) Z dt, dts e e
" h) “=Jo 0 (3.4.5.8)
< (Vnmeiwh + VJme—iwtl) (Vmi€th2 + Vﬂtie—iwtg) ]
Os termos de interesse sao aqueles que permitem conservacao de energia na transicao
total,

« Absorcio de dois fétons: E,, = E; 4+ 2hw (termo Vi, Ve titte)),
+ Emissdo de dois fétons: E, = E; — 2hw (termo V! Ve (t14t2))

nm mz

« Absor¢ao seguida de emissdo: E, = E; (termos cruzados).
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A taxa de transicao de segunda ordem para absorcao de dois fétons é,

2

§(E, — E; — 2hw). (3.4.5.9)

()"
: h ZEm—Ei—hw

m

Em um caso estatico para w = 0, a perturbacao se reduz a
V)=V + Vi (3.4.5.10)
ou seja, uma perturbagao constante (independente do tempo). Neste caso, a amplitude

de primeira ordem torna-se,

(m+%@1ﬂwﬁ (3.4.5.11)

ni

e (t) =

n

St

Para w,; # 0, a probabilidade oscila no tempo, mas nao ha transi¢oes reais (conser-
vacgao de energia) a menos que E,, = E;. No entanto, mesmo quando w,; # 0, a segunda
ordem permite contribui¢cdes mesmo sem conservacao de energia em cada etapa individual.

Essas sao as chamadas transi¢oes virtuais, a denominacao "virtual'decorre do fato
de que o sistema nao permanece observavelmente no estado intermediario. Durante o
processo, o sistema passa por uma configuracao cuja energia nao coincide com nenhum
autoestado fisico acessivel do Hamiltoniano nao perturbado. Em outras palavras, a conser-
vacao de energia nao é satisfeita em cada etapa separadamente da transicdo, mas apenas
entre os estados inicial e final do processo completo ﬂ

Por exemplo, no termo de segunda ordem com w = 0,

i\ 2 t t
(2) _ _i ! Wnm Wi T . T
e (t)_( h) > /O dt, /0 dty e “rmticonits (Vo 4 VE) (Vi + V5 (345.12)

Mesmo quando E, # E;, a amplitude de transicao de segunda ordem continua re-
cebendo contribuigoes de estados intermedidrios |m). Diferentemente das transigdes de
primeira ordem, nas quais a condicao de conservacao de energia desempenha papel cen-
tral, em segunda ordem o sistema pode evoluir temporariamente por estados cuja energia
nao coincide com a energia inicial nem com a energia final do processo. Esses estados
intermediarios sao denominados estados virtuais.

Um estado virtual nao corresponde a um estado observavel do sistema, o sistema
nao permanece nesse estado por um tempo suficiente para que ele possa ser detectado
experimentalmente, em vez disso, o estado virtual surge apenas como uma etapa interme-

diaria do processo quantico completo, contribuindo para a amplitude de transicao entre

6A conservacdo da energia é satisfeita no processo fisico completo. Nas etapas intermedidrias da
descrigao perturbativa podem surgir estados virtuais que ndo obedecem individualmente a condicao de
conservagao de energia, mas esses estados nao sao observaveis e ndo correspondem a estados fisicos do
sistema.
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os estados inicial e final.
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4 QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNE-
TICO

Nas se¢Oes anteriores, o campo eletromagnético foi tratado classicamente, embora
essa abordagem semiclassica de um atomo quantico e um campo classico seja suficiente
para descrever fendomenos como absor¢ao e emissao estimulada, ela apresenta limitacoes
fundamentais. Em particular, a emissao espontanea, processo no qual um atomo excitado
decai para um estado de menor energia na auséncia de um campo externo, nao pode ser
explicada sem a quantizacao do campo.

Nesta secao, sera apresentado sobre quantizacao do campo eletromagnético, tratando
a radiacao eletromagnética de forma quantica, permitindo descrever fendmenos que nao
podem ser descritos adequadamente pela teoria classica (MAHON]| 2011)).

Ao estudar um sistema formado por atomos interagindo com a radiacdo, a Hamiltoni-
ana total pode ser escrita como a soma de trés contribuigoes distintas, H=H A—i—f[ F—i—I:[ I
onde H, descreve os graus de liberdade atomicos, Hp corresponde a energia do campo
eletromagnético e H; representa a interacao entre matéria e radiacgao.

A Hamiltoniana atdémica pode ser expressa na forma

N h2 1

Ha=3 |2 4 Vi) | + = S U, 1)), (4.0.0.1)
~ 12me 2=

onde o primeiro termo corresponde a energia cinética dos elétrons, V. representa o po-

tencial externo e U(r;,r;) descreve as interacoes entre particulas.

A energia armazenada no campo eletromagnético é dada classicamente por

1
szﬁme%Hmﬂd%, (4.0.0.2)

essa expressao mostra que a energia total do campo encontra-se distribuida entre os
campos elétrico e magnético.
A interagao entre o campo eletromagnético e os elétrons pode ser obtida por meio do

acoplamento minimo, p — p — €A, resultando na Hamiltoniana de interacao

2
e 9 eh

FII:Z —TneeCA-pi—f—

)

o2 A 507 B (4.0.0.3)

o primeiro termo descreve o acoplamento entre o campo e o momento linear dos elétrons,

enquanto o ultimo representa a interagao entre o campo magnético e o spin eletrénico.

4.1 Potenciais Eletromagnéticos

Na auséncia de cargas e correntes livres, p = 0, J = 0 as equagoes de Maxwell assumem

uma forma particularmente simples. Em eletrodinamica classica, os campos elétrico E e
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magnético B podem ser escritos em termos do potencial escalar e do potencial vetor A”

104
Ve (4.1.0.1)

E
B=V x A.

Essa representagao nao é tnica. Diferentes escolhas de potenciais podem produzir os
mesmos campos fisicos, caracterizando a chamada invariancia de calibre.

Para a quantizacao do campo, utiliza-se frequentemente o calibre de Coulomb, V x ff,
na auséncia de cargas, essa condi¢ao implica ® = 0, de modo que toda a dindmica do
campo passa a ser descrita exclusivamente pelo potencial vetor. Ressalta-se, contudo,
que a escolha do calibre é uma questao de conveniéncia matematica, a teoria pode ser
formulada em qualquer gauge, e as grandezas fisicas observaveis permanecem invariantes
sob transformagoes de calibre.

A equacao de onda para potencial vetor assume

L 10%A
rA_,

VA - 2 = 4.1.0.2

De inicio, buscaremos solugoes estacionarias para o potencial vetor. Ou seja, estamos

interessados em solugoes do tipo:
A(F 1) = X (7) - ®(t)e. (4.1.0.3)

Estabelecido isso, nés obtemos, ao levar a Eq. (4.1.0.3) na Eq. (4.1.0.2) e prosseguindo

com o processo de separacao de varidveis, as seguintes equagoes:

VEX(P) 1 1 d2(t) VX () + kX (7) = 0,

== =k = { p (4.1.0.4)
X(r) @) dt? digt) + 2R2D(t) = 0.

Perceba, que a equagdo para a parte temporal obtida na Eq. (4.1.0.4]) corresponde a

equacao de um Oscilador Harmonico simples, tendo entdao como solugao geral dada por:
O(t) = Ape ™kt + Bpe™rt, (4.1.0.5)

Por outro lado, a parte espacial corresponde a uma equagao de Helmholtz, sendo necesséario
que consideremos condig¢oes de contorno adequadas para sua solug¢ao. Tendo isso em vista,
vamos considerar a situagao em que o campo eletromagnético ¢ confinado em uma cavidade

cibica de lado Lj, sendo j € {z,y,z}. Com isso, podemos escrever as solucdes da parte

espacial da Eq. (4.1.0.4) como:

X (7) = Cpe™™ + Dye 7. (4.1.0.6)
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Entao, usando as Eq. (4.1.0.5) e a Eq. (4.1.0.6) nés podemos obter que a forma do

potencial vetor é dada como ondas planas progressivas, que constituem uma base completa
para o espaco de solugoes da equagao de onda. Para um modo com vetor de onda ke

polarizacao €, escrevemos uma solugao particular como:

Ap(rit) = X(M)e(t)é;
— (Akefiwkt + Bkeiwkt) . (Ckeik-f’_i_ Dkefik-f’) €E
A’(_‘O) 6i(E-r—wkt) + g&o)* 6—i(E~r—wkt)
i i ’
onde wy, = c|k| ¢ a frequéncia angular do modo. Como a equagio de onda ¢ linear e
homogénea, a solugdo geral pode ser escrita como uma superposi¢ao linear de todos os

modos permitidos,

AR ) =3 Cp(t) e 7 (4.1.0.7)

em que o indice k percorre todos os vetores de médulos positivos e negativos dos momentos
associados aos vetores de propagacao do potencial vetor. De fato, o vetor k caracteriza o
modo de propagagao da onda, enquanto é; representa seu vetor de polarizacao.

Substituindo essa expansao na condicao de calibre de Coulomb, VA= 0, obtém-se:
k-é:=0

Esse resultado demonstra que o vetor de polarizacao é perpendicular ao vetor de
propagacao. Fisicamente, isso significa que as ondas eletromagnéticas sao transversais.
Para cada vetor de onda k existem duas polarizagoes independentes, €z, e é,, que
satisfazem as relagoes de ortonormalidade
r= 5@0/

o &

,Q
Em uma cavidade de dimensoes finitas, as condi¢oes de contorno impdem que ape-

nas determinados modos possam existir. Os componentes do vetor de onda tornam-se

discretos,
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onde n,, n, e n, sao nimeros inteiros.

4.2 Quantizacao dos Modos do Campo

Os modos do campo eletromagnético sao as diferentes formas independentes pelas
quais o campo pode oscilar e se propagar no espaco. Cada modo é caracterizado por
uma frequéncia w;, um vetor de onda k e um estado de polarizagao, o campo comporta-se
como um oscilador harmonico quantico, cuja energia assume valores discretos. Na quan-
tizagdo do campo eletromagnético, quantizagcao dos modos do campo é o procedimento de
tratar cada modo normal de oscilacao do campo como um oscilador harmonico quantico
independente.

A energia classica de um modo pode ser escrita na forma

H =

<p2 + w?¢? (4.2.0.1)

N———

DN | —

que corresponde exatamente a Hamiltoniana de um oscilador harmonico.
A quantizacao é realizada promovendo as varidveis dindmicas ¢ e p a operadores quan-
ticos. Introduzem-se entao os operadores de criacao e aniquilagao,

w )
—q+

b,

Q>
I

e &
S

A

>

esses operadores, satisfazem a relagio de comutacio [@,a'] = 1, assim, a Hamiltoniana
quantizada torna-se

X 1
B = ho <a*a +3 (4.2.0.2)

N——

Quando ¢é generalizado todos os modos do campo eletromagnético é possivel obter

- A 1
Hr =Y hwy, (@aaka + ) (4.2.0.3)
k,a 2
que representa a Hamiltoniana quantizada do campo eletromagnético, onde cada modo
do campo eletromagnético comporta-se como um oscilador harmoénico de frequéncia wy.
Os autovalores da Hamiltoniana mostram que a energia do campo nao pode assumir

valores arbitrarios, mas apenas multiplos discretos de hw,

E, — (n + ;) heo. (4.2.0.4)

O ntmero inteiro n corresponde ao nimero de fétons presentes no modo considerado.
Nesse contexto, o operador a! cria um féton no modo (k,«), enquanto o operador @

remove um féton desse mesmo modo. A quantizagao do campo eletromagnético permite,
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portanto, interpretar a radiacdo como um conjunto de particulas elementares.
Observa-se que a energia do campo nao se anula mesmo quando nao ha fétons presentes

no modo considerado. Para n = 0, obtém-se

1
By = 5huw, (4.2.0.5)

quantidade conhecida como energia de ponto zero ou energia do vacuo. Diferentemente
do que ocorre na fisica classica, na qual um oscilador em repouso possui energia nula,
a Mecanica Quantica impoe uma energia minima devido ao Principio da Incerteza de
Heisenberg. Como consequéncia, mesmo no estado fundamental o oscilador ndo pode
permanecer completamente em repouso.

O estado correspondente a auséncia de fétons é denominado estado de vicuo e é

representado por |0). Esse estado é definido pela relagao

il0) = 0, (4.2.0.6)

indicando que nao é possivel remover fétons de um modo que ja se encontra vazio. Apesar
da auséncia de particulas, o estado de vacuo ainda possui a energia residual dada pela
Eq. (4.2.0.5).

Os estados contendo um ntimero bem definido de fétons sao conhecidos como estados
de Fock e sdo denotados por |n). Um estado de Fock (ou estado nimero) é um estado
quantico do campo eletromagnético que possui um nimero exato e bem definido de f6tons,
denotado por |n), onde n =0,1,2,3,.... A agao dos operadores de criagao e aniquilagao

sobre esses estados é dada por

atln) = vn+1|n+1),
aln) = Vo — 1),

Essas expressoes mostram que o operador de criacdo &' aumenta em uma unidade o

(4.2.0.7)

numero de fétons presentes no modo considerado, enquanto o operador de aniquilagao a
reduz esse nimero em uma unidade.

Cada excitagdo elementar do campo eletromagnético possui energia

E = hw, (4.2.0.8)

sendo identificada como um féton. Dessa forma, um estado contendo n fotons apresenta
energia dada pela Eq. onde o termo nhw corresponde a energia associada aos
fotons presentes no modo e o termo %hw representa a contribuicao da energia de ponto
Zero.

A presenca do indice de polarizacdo na expansao do campo reflete o fato de que,

para cada vetor de onda k, existem duas polarizacoes transversais independentes, des-
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critas pelos vetores unitarios €E71 e él?z' Assim, cada modo do campo é completamente
caracterizado pelo par (E, A), onde A especifica o estado de polarizagao.

A quantizacao do campo eletromagnético fornece uma descri¢ao microscépica da radi-
acao em termos de fotons. Nesse formalismo, processos de absor¢ao e emissao de radiagao
podem ser interpretados como a destruicao ou criacao de f6tons em modos especificos do

campo.

4.3 Estados Coerentes

Para estabelecer uma conexao entre a descricao quantica desenvolvida até aqui e as
propriedades observadas na radiacao laser, torna-se necessario introduzir uma classe espe-
cial de estados do campo eletromagnético conhecida como estados coerentes. Esses estados
desempenham um papel central na 6ptica quantica por apresentarem caracteristicas que
os tornam o analogo quantico mais préximo de uma onda eletromagnética classica.

Um estado coerente |a) é um estado quantico do campo eletromagnético definido como
um autoestado do operador de aniquilacao a (GLAUBER] [1963b)):

ala) = ala),

onde a = |ale? é um nimero complexo cujo médulo |a| estd relacionado a amplitude
do campo e cuja fase 6 esta relacionada a fase da oscilagao.

Como a nao é Hermitiano (pois @ # a'), seus autovalores o sdo complexos e podem
ser escritos na forma polar:

o = |ale”,

onde || estd relacionado a amplitude do campo e # & sua fase. Esta defini¢ao é central e
sera utilizada para obter todas as propriedades dos estados coerentes.

Essa defini¢ao implica que, ao contrario dos estados de Fock |n), que possuem ntmero
definido de f6tons e valor esperado nulo do campo elétrico, os estados coerentes apresentam
um valor esperado oscilante para o campo, reproduzindo o comportamento classico.

Para encontrar a representacao do estado coerente na base de Fock, expandimos |a)
como uma combinagao linear dos autoestados |n) do Hamiltoniano do campo eletromag-

nético, isto é:

la) = iOC’nML). (4.3.0.1)

Aplicamos o operador de aniquilacdo G a esta expansdo. Lembrando que aln) =
V/n|n — 1), obtemos,

ala) = f_oj Cov/nln — 1) = f_oj Cosiv/n + 1jn). (4.3.0.2)
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Por outro lado, pela definigao de autoestado a|a) = aja), temos:

[e.9]

ala) = ala) = Y aCy|n). (4.3.0.3)

n=0

Igualando as duas expressoes Eq.(4.3.0.2) e (4.3.0.3), uma vez que os estados |n) séo

linearmente independentes, obtemos a relacao de recorréncia para os coeficientes C,,,

CooVntl=aC, = Chpy= \/;—HC"' (4.3.0.4)

Aplicando esta relagao recursivamente, partindo de n = 0, encontramos,

(67

Cy = —=Cy = aly,
1 \/TO alyg
2
o Q
Cy = —=C) = Co,
2 \/51 \/50
@ a?

C13 = ﬁOQ = %007

e assim sucessivamente. Por indugao, podemos escrever da seguinte maneira:

C, = ——C. (4.3.0.5)

Vn!

O coeficiente Cy = (0]cr) é determinado pela condigdo de normalizacdo (aja) = 1.

Utilizando a expansao da Eq.(4.3.0.1]) e a expressao (4.3.0.5)):

0o o0 00 [ee] a2n
(ala) = 3° 3 CiCutnlm) = 310 = Gl 32 120 (13.0.6)
n=0 n=0 :

n=0 m=0

n ~ ;. ~ . 2
A soma >0, |O;l, é exatamente a expansdo em série da funcdo exponencial el®l”.

Portanto,

(ala) = CofPel = 1.

Escolhendo a fase de modo que Cj seja real e positivo, obtemos,

Co = e loF/2, (4.3.0.7)

Substituindo as Eq. (4.3.0.5) e (4.3.0.7) na expansao Eq. (4.3.0.3), chegamos & ex-
pressao final do estado coerente na base de Fock:

_ —lal?/2 L‘n 4
Qo e ny. .3.0.8
) n§:0: /_n!| ) ( )

Esta é a representacao mais importante do estado coerente e sera utilizada em toda
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a analise subsequente. Ela mostra o estado coerente escrito como combinacao linear dos

estados de Fock com pesos dados por uma distribuicao de Poisson.
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5 MODELO DE JAYNES-CUMMINGS

Nas se¢Oes anteriores considerou a interacdo de um sistema de dois niveis com um
campo eletromagnético descrito classicamente. Essa abordagem permitiu compreender
fendmenos fundamentais, como as oscilagoes de Rabi e as transigoes induzidas por radiacao
externa. Entretanto, para descrever adequadamente situagoes em que os efeitos quanticos
do campo se tornam relevantes, é necessario quantizar o campo eletromagnético e tratar
tanto o a&tomo quanto a radiacao como sistemas quanticos.

Nesse contexto, o modelo de Jaynes—Cummings desempenha um papel central na
Optica quantica. Esse modelo fornece uma descri¢ao da interagao entre um atomo de dois
niveis e um tnico modo quantizado do campo eletromagnético. Apesar de sua aparente
simplicidade, o modelo prevé diversos fendmenos quanticos, como as oscilagoes de Rabi
dependentes do nimero de fétons, o emaranhamento entre &tomo e campo e o fenémeno
de colapso e ressurgimento das oscilagoes atomicas.

Nesta secao sera apresentada a formulagdo do modelo de Jaynes—Cummings, com
base na revisao bibliografica realizada (BONANTI, 2020; MAHON;| 2011} JAYNES; CUM-
MINGS| |1963), partindo da construgdo do Hamiltoniano do sistema dtomo—campo e ana-

lisando as principais consequéncias fisicas de sua dinamica.

5.1 Derivacao do Modelo de Jaynes-Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings descreve a interagao entre um atomo de dois niveis
e um modo quantizado do campo eletromagnético de uma cavidade, sendo fundamental
para a compreensao de efeitos quanticos em eletrodinamica quantica de cavidades. Tendo
isso em vista, partiremos da descricao feita pelo Hamiltoniano cléssico, posteriormente

faremos sua quantizacao, o qual pode ser escrito como:

FI = f{campo + [:[étomo + ﬁinta (5101)

em que: o termo do campo Eletromagnético é ﬁcampo é dado por,
Ao = ;/ (IE] +|BP) d*r. (5.1.0.2)
Ja para o atomo, é representado como,
Hitomo = Eele)(e| + Eylg){gl, (5.1.0.3)

onde |e) e |g) sdo os estados excitado e fundamental do dtomo, com energias E. e E,,
respectivamente.
Partindo das equacoes de Maxwell no vacuo e usando o gauge de Coulomb, o potencial

vetor /T(F, t) satisfaz uma equagdo de onda. Expandindo o campo em modos normais da
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cavidade, escrevemos:
A= 1 ~(a i(k-F—w * —i(kT—w
A7 t) = 7 Zé V070 () FT o cn (0)e7 TN (5.1.0.4)

A Hamiltoniana do campo eletromagnético é dada por Eq.(5.1.0.2), portanto, utili-
zando as relagoes B=VxAeFE = —%%, e substituindo a expressao da Eq.(5.1.0.4)) na

integral da energia, obtemos, apds a quantificagao, o Hamiltoniano do campo,

. L
Hcampo = Z hwy, <a£"aa"€’7a + 2> . (5105)
k,a

Desprezando a energia de ponto zero %fu,uk, que ¢é constante, chegamos a

f{campo = Z hwk &%a&];,a- (5106)
k,a

No modelo de Jaynes-Cummings, assume-se que o atomo interage apenas com um
unico modo do campo eletromagnético quantizado. Apenas determinadas frequéncias
ressonantes podem existir no interior da cavidade, formando modos discretos do campo
eletromagnético.

Quando a frequéncia de transicdo atomica é ajustada para ficar proxima de uma des-
sas frequéncias ressonantes, a interagdo com os demais modos torna-se desprezivel. Dessa
forma, a dinamica do sistema passa a ser dominada por um tnico modo do campo, sim-
plificando significativamente a descri¢ao tedérica sem perder os aspectos fisicos essenciais
da interacao atomo-campo. Assim, o campo eletromagnético pode ser tratado como um

oscilador harmonico quantico de frequéncia w, cujo Hamiltoniano é dado por:

Heampo = hwy, afa. (5.1.0.7)

Apos estabelecer a descricao quantica do campo eletromagnético, é necessario caracte-
rizar o segundo elemento fundamental do sistema: o atomo. Como o objetivo é investigar
a interacao entre luz e matéria em sua forma mais simples, adotaremos o modelo do
atomo de dois niveis, amplamente utilizado na 6ptica quantica por capturar os aspectos
essenciais das transi¢oes atomicas induzidas pela radiagao. Dessa forma, passamos agora
a descricdo quantica do sistema atomico. Com efeito, nesse caso o atomo é representado
por dois estados de energia, um estado fundamental e um estado excitado, suficientes para
descrever a dinamica de interesse.

Definindo a frequéncia atomica de transi¢ao wy como,

hwo = B, — B,

E.+E
ﬁ‘;g)

e redefinindo a origem da energia (ignorando o termo constante , podemos
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escrever,

A

1
Hétomo = §h¢‘-}06—z7 (5108)

onde G, é a matriz de Pauli:

1 0

o = le)el =)ol =

Uma vez obtidas as descrigoes quanticas do atomo e do campo eletromagnético, po-
demos construir o Hamiltoniano de interacao entre esses sistemas. Na aproximacao de

dipol(ﬂ elétrico, o termo do Hamiltoniano de interacao é dado por:

A —

Hyy = —er - E(Fy,t) = —d - E, (5.1.0.9)

onde 7, é a posi¢ao do atomo e d = er’ é o momento de dipolo.

Para um atomo de dois niveis, o operador de dipolo pode ser escrito na forma

d=d., (6, +6.), (5.1.0.10)

em que do, = (e|d|g) é o elemento de matriz do dipolo entre os estados atomicos e - sio
os operadores de subida e descida.

Por sua vez, considerando um tinico modo do campo eletromagnético, o campo elétrico

quantizado pode ser escrito como

E=&(a+al), (5.1.0.11)

onde @ e a' sdo os operadores de aniquilacio e criacdo de fétons.
Substituindo essas expressoes na Eq. (5.1.0.9), obtemos

-E[int = _degg() ((3'+ —+ 5'7> (d + &T)
= —deyéo (640 + 0.0t +6_a+6_af) . (5.1.0.12)

A Eq. contém quatro processos distintos. Os termos 6,4 e 6_al descrevem,
respectivamente, a absorcao e a emissao de fétons, conservando o nimero total de ex-
citacdes do sistema. J4 os termos &, a' e 6_a correspondem & criacdo simultinea ou
aniquilagao simultanea de uma excitagdo atomica e um foton, os quais sao processos que
oscilam rapidamente com relacdo a escala temporal tipica das frequéncias de oscilagao
atomica.

Assim, utilizando a aproximagao de onda girante (RWA), que despreza termos que

"A aproximacio de dipolo assume que o comprimento de onda da radiacdo é muito maior que as
dimensoes do atomo, permitindo considerar o campo elétrico uniforme sobre toda a extensao atémica.
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oscilam rapidamente &, a' e 6_a, chegamos entdo na expressio:

Hi = hQ (640 + 6_a"). (5.1.0.13)
Nesta expressao,

o ¢ a frequéncia de Rabi (constante de acoplamento).

e 0, = |e){(g| é o operador de subida atomica (excita o atomo) representado pela
matriz
) 01
G+ =le)(g| = :
=1l (0 O)
e« 0_ = |g){e|] é o operador de descida atomica (desexcita o &tomo), representado

matricialmente por,

. (oo
a—|g><e|—(1 O).

« G e al sdo os operadores de aniquilacdo e criacdo de fétons, respectivamente.

O primeiro termo o,da representa a absor¢ao de um féton pelo dtomo (dtomo vai de
lg) para |e), e o campo perde um féton). O segundo termo o_a' representa a emissio
estimulada (dtomo vai de |e) para |g), o campo ganha um f6ton). A aproximacao de
onda girante consiste em manter apenas estes dois termos "energeticamente favoraveis'e
descartar o a' e o_a, que violariam a conservacdo de energia em primeira ordem.

O Hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings é composto por trés contribuicoes
distintas. A primeira, Eq. , representa a energia do inico modo do campo
eletromagnético na cavidade, quantizado como um oscilador harmonico. A segunda, Eq.
, descreve a energia do atomo de dois niveis, onde wy ¢é a frequéncia de transicao
atomica. A terceira, Eq. , corresponde a interagao entre o &tomo e o campo na
aproximagao de dipolo e com a aproximagao de onda girante (RWA), permitindo processos
de absorcdo (6.4 e emissdo (6_a') de fétons.

Somando as trés contribuigoes, obtemos:

N 1

Hye = hwydla + 5 hwod + h) (62a+06-af). (5.1.0.14)
Este é o Hamiltoniano que descreve a dinamica do sistema atomo-cavidade, o qual

chamamos de Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

5.2 O Modelo de Jaynes—Cummings no Setor n <> n + 1

De inicio, consideraremos que a dinamica do sistema ocorre em um subespaco de duas

dimensoes gerado pelos estados |e,n) e |g,n + 1), e os autovalores de energia obtidos
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revelam um desdobramento proporcional a y/n + 1 na ressonancia.

Considere um sistema composto por um atomo de dois niveis (estados excitado |e) e
fundamental |g)) acoplado a um tnico modo quantizado de um campo eletromagnético
confinado em uma cavidade. O nimero de fétons no modo é denotado por n. Quando o
atomo realiza uma transicao do estado excitado para o fundamental, ele emite um foton,
de modo que o numero de fétons na cavidade aumenta de n para n + 1. Reciprocamente,
na absor¢ao, o 4tomo passa de |g) para |e) e o nimero de fétons diminui.

O sistema dinamico fica entdao confinado em um subespago de duas dimensoes, gerado

pelos seguintes estados da base produto:

D =leln),  12) =lgln+1),

nesta base, a interacao atomo-campo pode ser tratada exatamente.
Na aproximacao de onda girante e na representacao de interagao usual, o Hamiltoniano
efetivo que descreve o sistema acoplado, denominado Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

(JC), é escrito, na base {|e,n), |g,n + 1)}, como:

1
nhwy + 57%)0 hQvn + 1

H)c = : (5.2.0.1)

1
MWn+1  (n+1)hw — §7MO

onde, wy, € a frequéncia do campo na cavidade, wy é a frequéncia de transicao atomica, 2
¢ a frequéncia de Rabi, que mede a forga de acoplamento entre o a&tomo e o campo.

Os termos diagonais representam as energias dos estados nao interagentes (dtomo +
campo livre). Os termos fora da diagonal descrevem a interagao que permite a troca de
energia entre o a&tomo e o campo.

Para obter as energias estacionarias do sistema acoplado, devemos calcular os autova-

lores da matriz H;c. Definimos as seguintes quantidades auxiliares:

1 1
A = nhwy + §hw0, B=m0n+1, C=(n+1)hw,— §fmo,

O Hamiltoniano assume a forma 2 x 2:

5 o)
H= . (5.2.0.2)
B C

A equagao de autovalores H|y) = E|1) leva a condicao de secular:

A-FE B

det(H—EI) =0 =
B C-E

—0. (5.2.0.3)
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Expandindo o determinante, obtemos:
(A-E)(C—-E)-B*=0.
Calculamos separadamente a soma e a diferenga dos elementos diagonais A e C:

1 1
A+ C = nhwy, + §hw0—|— (n+ 1)hwg — §m}0

. ) (5.2.0.4)
A—C:nhwk+§hw0—(n+1)mk+§mo
= —hwk + th = h(wo — wk).
A equacao caracteristica fornece os seguintes autovalores:
A+C A—C\?
E= i + \/< ) + B2. (5.2.0.5)
2 2
Substituindo as expressoes encontradas e colocando h em evidéncia:
1 h?
E = <n + 2) huoy, + Z(wo —wg)? + Q2% (n+ 1)
(5.2.0.6)

= (n—i— ;) Fuoy, £ h\/i(wo —w)2+P(n+1).

Uma situacao de particular interesse fisico é a ressonénciaﬂ7 quando a frequéncia do
campo iguala a frequéncia atomica: wy = wy. Nesse caso, o termo de dessintonia se anula,

e a expressao acima se reduz a:

1 1
Epes = <n + 2) B 4+ B/ 2(n 4+ 1) = (n + 2) oy £ h/n T 1. (5.2.0.7)

A partir dos autovalores na ressonancia da Eq. (5.2.0.7)), constroem-se os autovetores,

4) = — (le,n) + |g,n+1)). (5.2.0.8)

V2

O estado inicial |¥(0)) = |e,n) escreve-se como combinacao desses autovetores,

1
V2

Sob evolugao temporal, cada autovetor adquire uma fase e

(I+)+1-))-

|€7n> =

—iBxt/h - Voltando & base

8 A condicdo de ressonancia significa que a energia do féton na cavidade, hwy, é exatamente igual &
diferenca de energia entre os niveis excitado e fundamental do &4tomo, Awy = E. — F,. Quando isso
ocorre, o sistema atomo-campo pode trocar energia de forma eficiente, pois a conservagido de energia é
satisfeita em cada processo elementar de absor¢do ou emissao.
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original, obtém-se os coeficientes

C.(t) = cos (Q\/n + 1t) : Cy(t) = —isin (Q\/n + 125) : (5.2.0.9)

5.2.1 Dinamica do modelo e Oscilagoes de Rabi

Neste capitulo, utiliza-se a representacao de interacao para analisar a dinamica do
modelo de Jaynes—Cummings. A partir da equacao de Schrodinger, obtém-se a evolugao
temporal do sistema atomo—campo e, consequentemente, a dinamica de troca de excitagoes
entre os subsistemas. Essa evolucao dé4 origem as oscilagoes de Rabi, que serao discutidas
a seguir.

A equagao de Schrodinger na representacao de interagao para o estado |¥,(t)) é dada

por:

L d AT
th— Wi (t)) = Hin ()| 1(2)),

onde HI

int

H,, é independente do tempo na representacao de Schrodinger e comuta com H, (quando

(t) é o Hamiltoniano de interacdo na representagdo de intera¢do. Quando

trabalhamos na ressonéncia, os termos oscilantes se cancelam), a equacdo se simplifica

para:

Ld -
Zhamj(t» = Hin|V(1)).

Por simplicidade, desprezando o indice I e utilizando h, temos

d -
i U(0) = Hune (1)), (5.2.1.1)

Uma das grandes simplificagoes introduzidas pelo modelo de Jaynes-Cummings é a
percepcao de que o sistema dindmico permanece confinado em um subespaco de dimensao
dois quando consideramos um nimero fixo de excitagoes. Definindo o operador niimero
total de excitacoes
N=dla+o.0_,
onde a' e a sdo os operadores de criacdo e aniquilacio de fétons, e o,0_ = |e)(e| é o
operador de projecao no estado excitado.

Para verificar que o niimero total de excitagoes é conservado, calculamos o comutador

(Hin, N) = hQ |66+ 6_af, afa+ 6,6 (5.2.1.2)

Utilizando a linearidade do comutador, obtemos
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Como os operadores atémicos e do campo atuam em espacos distintos, eles comutam

entre si. Assim,

De modo analogo,

Somando todos os termos,

A A

(i, N] = Q2 (=60 + 640+ 6_a" — 6_at) =0,

Portanto,

[ﬁinhN] = 07 (5213)

o que demonstra que o operador nimero total de excitagoes N é uma constante de movi-
mento.
Para um autovalor fixo N = n + 1 (considerando que o 4tomo excitado contribui com

1), o espago de estados é gerado pelos dois seguintes vetores:
|i) = |e,n) (&tomo excitado, n fétons),

|y =1]g,n+1) (dtomo fundamental, n+1 fétons).

O primeiro corresponde a situagao onde a excitagao total estd no atomo; o segundo
onde a mesma excitacao total estd no campo. Qualquer estado do sistema com exatamente

n + 1 excitagdes pode ser escrito como uma combinacao linear desses dois estados:
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(W(t)) = Ci(t) |3} + Cr(t) [ ). (5.2.1.4)

As amplitudes complexas C;(t) e C(t) satisfazem a condigao de normalizagao |C;]* +
|Ct|? =1 para todo tempo.

Em uma agao realizada sobre o estado inicial |i) = |e, n), aplica-se Hi,, em |e,n):

Hingle,n) = A <U+€L|e, ny + J_&T|e,n>) .

O primeiro termo:
oirale,n) = o, (vVnle,n —1))vnoyle)n —1) =0,

pois

oile) = 0.

O segundo termo:
o_afle,n) = o_(vVn+1le,n+1)) = vVn+ 1(o_le))|n+1) = Vn+ 1]g)|n+1) = Vn+ 1|f).

Portanto,

Hiili) = B0 + 1|f), (5.2.1.5)

A

para uma agao sobre o estado final |f) = |g,n + 1), aplicamos Hj,, em |g,n + 1):

Higlg,n +1) = hQ (04dlg,n + 1) + 0_a|g,n +1)).

Primeiro termo:

orilg,n+1) = o (Vn+1lg,n) = vn+1(a4]g)ln) = v+ 1le)n) = vn +11i)

Segundo termo:
o_d'lg,n+1) = o (Vn+2|g,n+2)) = Vn+2(0_|g))ln+2) =0,

pois o_|g) = 0.
Assim,

Hi f) = hQVn + 11i). (5.2.1.6)

As equagoes Eq. (5.2.1.5)) e (5.2.1.6)) mostram que o Hamiltoniano de interagao acopla

os dois estados de forma simétrica, com intensidade proporcional a v/n + 1. Na base
{1i), 1)}, a matriz de Hiy, é:
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X 0 1
How = hOVn + 1 (1 0) (5.2.1.7)

Substituimos agora a expansao (5.2.1.4)) na equagdo de Schrodinger ([5.3.1)) e usamos
as acoes (5.2.1.5) e ([5.2.1.6)). Novamente assumindo / = 1 por simplicidade:

ZZ (Ci(0)]i) + CHO)| ) = Him (Ci(1)]3) + C1)|f)) -

O lado esquerdo torna-se:

iCi(t) |i) +iCy(t) | f)-

O lado direito, usando linearidade e as equagoes ((5.2.1.5) e (5.2.1.6)):

Ci(t) Hin i) + Cy(t) Hine|f) = Ci(t) (Wn+T|f)) + Cy(t) (/n+11i))
= AV 1(Cr1)i) + Ci(t)]f)) -

Igualando os coeficientes dos estados linearmente independentes |i) e |f), obtemos o

sistema de equacgoes diferenciais ordinarias acopladas:

iCi(t) = Qv/n + 1 Cp(t),
iCr(t) = Qv/n + 1 Cy(t).

Este sistema descreve a dinamica do modelo JC. A simetria das equagoes evidencia o

(5.2.1.8)

carater coerente da interagao entre atomo e campo, permitindo a transferéncia peridodica
de excitagoes entre os dois sistemas.

Define-se a frequéncia de Rabi efetiva para o subsistema com n fétons como:

wr = Wn+ 1. (5.2.1.9)

Este parametro representa a taxa na qual a populacao oscila entre o estado atomico
excitado e o fundamental, dada a presenca de n fétons no campo. Note que mesmo para
n =0 (campo no vicuo), wr = Q2 (oscilagoes de Rabi no vécuo).

Por essa definicao a Eq. é definida por,

iC; = wrCy, iC = wrCi. (5.2.1.10)
Derivando a primeira equacao de ((5.2.1.10)em relagdo ao tempo, obtém-se:

ZCZ = wRC’f.
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Substituimos C'f a partir da segunda equacao: Cf = —iwr(C;. Entao:
iC, = wr(—iwrCy) = —iw%C,».
Cancelando o fator comum ¢ em ambos os lados obtemos,
C; +wiC; = 0. (5.2.1.11)

A equacao obtida possui a forma caracteristica de um oscilador harmonico simples,

cuja solucao geral é conhecida e pode ser escrita como
Ci(t) = Acos(wgt) + Bsin(wgt), (5.2.1.12)

onde A e B sao constantes complexas determinadas pelas condigoes iniciais. Analoga-
mente, a mesma equacao vale para C(t).

A fim de investigar a evolucao temporal do sistema, considera-se que inicialmente o
atomo esta no estado excitado e que o modo do campo contém exatamente n fétons. O

estado inicial corresponde a,

Aplicando as condigoes iniciais a solugao geral dada pela Eq. (5.2.1.12]), é possivel

obter a seguinte condicao,
C;(0) = Acos(0) + Bsin(0) =A-1+B-0= A,

portanto, A = 1.

Para determinar B, derivamos ([5.2.1.12)),
Cy(t) = —Awg sin(wgt) + Bwg cos(wrt),

para o tempo t = 0:
CZ(O) = —AwR -0+ BCUR 1= BwR.

Por outro lado, da primeira equagao acoplada (5.2.1.10)) aplicada em ¢ = 0,
iCi(0) = wrCr(0) =wr-0=0 = C4(0) =0.
Igualando as duas expressoes para C;(0):

BwR = O,
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como wr = Q/n + 1 # 0 (para qualquer n > 0 e £ > 0), concluimos que:
B=0.
Portanto, a solu¢ao para a amplitude do estado inicial é descrita como,
Ci(t) = cos(wgt) = cos (Q\/n——l—l t) . (5.2.1.13)
Para obter C(t), podemos usar a primeira equagao ,

ZCz = wRC’f = Cf = wLC’l
R

derivando a Eq. (5.2.1.13)): C;(t) = —wp sin(wgt). Realiza-se substituicao:

Cy(t) = - [—wr sin(wgt)] = —isin(wgt).
WR

O mesmo resultado pode ser obtido resolvendo diretamente a equagao diferencial para
C(t) e impondo as condigoes iniciais apropriadas. Observa-se que a presenca da uni-
dade imaginaria implica uma defasagem de 7/2 entre as amplitudes Cf(t) e C;(t). Essa
diferenca de fase esta associada a troca de excitagoes entre o atomo e o campo.

Uma vez determinadas as amplitudes de probabilidade associadas aos estados inicial
e final, torna-se possivel analisar a dinamica do sistema em termos de quantidades fisica-
mente observaveis. Em particular, estamos interessados em determinar a probabilidade
de encontrar o sistema em cada um desses estados ao longo do tempo, pois essas probabi-
lidades descrevem diretamente a transferéncia de populacao induzida pela interagao com
o campo eletromagnético. A probabilidade de encontrar o sistema em cada estado é dada

pelo quadrado do médulo das amplitudes:

Pi(t) = |Ci(t)|* = cos*(wrt), Pi(t) = |Cy(t)|* = sin®(wrt). (5.2.1.14)

Verifica-se que P;(t) + Pf(t) = 1 para qualquer instante, garantindo a conservacao da
probabilidade total.

A Eq. evidencia que o seu comportamento periddico é analogo ao de dois
péndulos acoplados ou dois osciladores harmonicos em ressonancia, mas aqui ocorre no
dominio quéntico com troca de quanta discretos de energia (f6tons). A frequéncia dessas

oscilagoes é wr = 2v/n + 1, que aumenta com o numero de fétons inicialmente presentes.
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5.3 Modelo de Jaynes-Cummings com o campo em um estado

coerente

Até o momento, a andlise foi realizada considerando estados de Fock, nos quais a
dindmica do sistema ocorre em subespacos envolvendo apenas transicoes entre os estados
(le,n)) e (l]g,n + 1)). Iremos considerar que o campo eletromagnético se encontra em
um estado coerente, caracterizado por uma superposicao de estados de niimero. Nessa
situacao, a dinamica do sistema deixa de estar restrita a um unico setor de transicao
(n <> n+1), passando a envolver simultaneamente multiplas componentes com diferentes
numeros de fétons.

A distribuicao de probabilidade de encontrar n fétons no estado coerente é uma dis-
tribuicao de Poisson, )

" _
|Cnl* = e'a'2|()é|, = (5.3.0.1)
n! n!
onde 7 = |a|? é o nimero médio de fétons no campo.
Supomos que o dtomo é preparado no estado excitado |e) e o campo no estado coerente

|a). O estado inicial do sistema é:

[0 (0)) = le) @ |a) = chn i)(}’n\e,n). (5.3.0.2)

Como o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings conserva o ntmero total de excitacoes,
cada componente |e, n) evolui independentemente no subespago bidimensional |e, n), |g, n+
1).Sabemos que para um estado inicial |e, n), a evolu¢ao temporal é dada da seguinte ma-

neira:

le,n) — cos (Q\/n—i— 1t) le,n) —isin (Q\/n + 1t) lg,n+1).

Aplicando esta evolucao a cada componente do estado inicial, obtemos o estado do

sistema em um instante ¢,
=> C, [cos (Q\/n + lt) le,n) —isin (Q\/n + 1t) lg,n + 1}} : (5.3.0.3)
n=0

5.3.1 Colapso e Ressurgimento das Oscilagoes Atomicas

O modelo de Jaynes-Cummings (JC) descreve a interacao entre um atomo de dois
niveis e um unico modo quantizado do campo eletromagnético. Para um estado inicial
onde o atomo encontra-se excitado e o campo possui um numero definido de fétons n
(estado de Fock |n)), a inversao atémica, definida como a diferenga entre as probabilidades
de ocupacao dos estados excitado e fundamental, apresenta oscilagoes harmonicas simples
do tipo,

W (t) = cos (QQ\/n +1 t) :
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Neste caso, as oscilagoes persistem indefinidamente com amplitude constante, e o
sistema exibe um comportamento puramente peridédico e previsivel.

No entanto, em situacoes experimentais realistas, o campo eletromagnético raramente
se encontra em um estado de Fock com ntmero definido de fé6tons. Em particular, a
luz laser é bem descrita por estados coerentes |a), que sao superposigoes de diferentes
numeros de fétons com uma distribuicao de Poisson.

A inversao atomica é definida como a diferenca entre a probabilidade de encontrar o

atomo no estado excitado, P.(t), e a probabilidade de encontra-lo no estado fundamental,
Py (t):
W (t) = P.(t) — Py(t). (5.3.1.1)

As probabilidades P.(t) e P,(t) sao dadas pelos valores esperados dos projetores nos

respectivos estados,

{Peu) (¥(D]6) (el ¥(1) = (WD) Je) el [¥(1). 512)
Fy(t) = (U()]g){g[¥ (1)) = (@) |g)(g] [¥(2))-
Substituindo essas expressoes na definigao de W (),

W(t) = (@)l [e)(el W (1)) = (WD) 9){g] ¥ (1)),

colocando o estado |¥(¢)) em evidéncia obtemos a seguinte equagao:

W(t) = (@) ([e){el = 1g){gl) [0 (2))-

Reconhecemos o operador entre parénteses como o operador de Pauli &, na base ato-

mica de dois niveis como,
6= = le)(el — lg){gl
Portanto, chegamos a expressao final desejada,
W(t) = (V(t)|6.|¥(t)). (5.3.1.3)

Para um sistema de dois niveis, vale a relagdo P.(t) + FP,(t) = 1, de modo que W(¢)
pode variar entre +1(4tomo completamente excitado) e —1 (dtomo completamente no
estado fundamental). Quando W (t) = 0, os dois estados sao igualmente provaveis.

Para um estado inicial onde o atomo estd excitado e o campo possui um ntmero
definido de fétons n, obtivemos analogamente na se¢ao anterior em ,

P,(t) = cos® (Q\/n + 1t) ., Py,(t) = sin® (Q\/n +1 t) ,

77



que ao ser substituido na Eq., resulta em uma expressao que nos diz que para um
estado de Fock, a inversao atomica oscila harmonicamente com frequéncia 22y/n + 1.

Para analisar o fené6meno de colapso e revival, considera-se que o sistema é preparado
em um estado inicial que é um produto tensorial entre o estado do atomo e o estado do
campo,

[(0)) = [Witomo(0)) ® [Yeampo(0))-

O estado do dtomo pode ser uma superposicao arbitraria dos estados fundamental |g)
e excitado |e), assim,

[Watomo(0)) = Cylg) + Cele), (5.3.1.4)

onde Cy e C, sao amplitudes de probabilidade complexas que satisfazem a condigao de
normalizacgao:

Col* +1Ce* = 1.

Os casos particulares mais relevantes para o estado inicial do 4tomo sao aqueles em
que os coeficientes Cj; e C, assumem valores especificos. Quando C, = 1e C; = 0, o
atomo encontra-se completamente no estado excitado, de modo que o estado atomico é

dado por

|\Ijétomo> = |€> .

Por outro lado, quando Cy =1 e C, = 0, o0 4tomo encontra-se inteiramente no estado

fundamental, sendo descrito por

|\Ijétom0> = ’g>

Um terceiro caso de grande interesse corresponde a superposicao equiprovavel dos
estados fundamental e excitado, obtida para C, = C, = 1/ V2. Nessa situacdo, o estado
do atomo ¢é denominado

|\I/étomo> = |g> i |6> .
V2

Esse tltimo estado representa uma superposicao quantica coerente, na qual o atomo
nao se encontra nem exclusivamente no estado fundamental nem exclusivamente no estado
excitado, mas em uma combinagao linear de ambos os estados.

O campo eletromagnético é preparado em um estado coerente |«) , definido como um

autovetor do operador de aniquilagdo a corresponde a
ala) = ala), (5.3.1.5)

onde o é um niimero complexo. O médulo quadrado |a]? = i representa o nimero médio
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de fétons no estado coerente.

Na base de Fock |n) , o estado coerente expande-se como,

o) = 3 Cplny, com C, = e_|a|2/2a—n. 5.3.1.6
)= 3 Cubn) vo (5:3.16)

A distribuicao de probabilidades para encontrar n fétons é a distribuicao de Poisson
representada por,
2n
1C, 2 = e|a|2|a|‘ = e’ﬁn—r (5.3.1.7)
n! n!
Estados coerentes sao os estados quanticos que mais se aproximam do comportamento
de um campo classico, apresentando flutuagoes minimas compativeis com o principio da

incerteza de Heisenberg.
A propriedade fundamental expressa pela equacao ((5.3.1.5) pode ser verificada expli-

citamente.

Aplicando o operador de aniquila¢do @ sobre a expansao ((5.3.1.6)):
ala) = i Craln) = i Cov/njn —1).
n=0 n=0
Realizando a mudanga de indice m =n — 1 (ou n = m + 1), obtém-se:
ala) = ioomﬂm|m>.

Utilizando a relagdo de recorréncia que decorre da defini¢ao ((5.3.1.6):

é possivel obter,

ala) =« f: Cn|m) = ala), (5.3.1.8)

m=0
confirmando a propriedade de autovetor.

Combinando o estado atémico (5.3.1.4) e o estado coerente do campo (5.3.1.6]), o

estado inicial total do sistema é dado pelo produto tensorial:

MW=@M+%M®§%W

distribuindo este produto, obtemos,
oo

0(0)) = = (CeChle,n) + CyChlg,m)). (5.3.1.9)

n=0
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Esta expressao explicita que o estado inicial é uma superposicao de todos os possiveis
numeros de fétons, cada um ponderado pela distribuicao de Poisson, e com coeficientes
que dependem do estado inicial do atomo.

Na representagao de interacao e na aproximagao de onda girante (RWA), o Hamilto-
niano de interacao para o sistema atomo-campo é dada pela Eq. .

A agao do Hamiltoniano sobre os estados da base {|e,n),|g,n + 1)} é:
Hugle,n) = iQvVn+1|g.n+1),  Hylgn+1) =QvVn+1le,n).  (5.3.1.10)

Na base ordenada {|e,n), |g,n + 1)}, o Hamiltoniano para cada subespago de nimero
fixo de excitagoes assume a forma matricialconforme em ([5.2.1.7)).

A equacao de Schrodinger dependente do tempo na representagao de interacao h =1
¢ dada por (5.2.1.1). Expandindo o estado |W¥(¢)) na base {|e,n),|g,n)}:

B(0) = - (anlesn) + balB)g, ).

n=0

Substituindo na equagao (5.2.1.1)) e utilizando as relagoes (5.3.1.10)), obtém-se, para

cada n, um sistema de equacoes acopladas:
iy = W/n+ b1,  ibpp = WWn+ Lay,. (5.3.1.11)
Da segunda equacao de ([5.3.1.11]), obtém-se b,,1 = —ia, /(Qv/n + 1).

Substituindo na primeira equacao, obtém-se a equagdo de um oscilador harmonico

para a,:
in + Q%+ 1)a, = 0.
A solucao geral desta equacao é:

a,(t) = Acos(Q\/n +1 t) +B sin(Q\/n + 1t). (5.3.1.12)

As constantes A e B sao determinadas pelas condicoes iniciais. Para um estado inicial
onde o atomo estda excitado C, = 1, C' = 0 e o campo esta no estado coerente, as condi¢oes

iniciais sao:

an(0) = Cn,  bnya(0) =
Avaliando a solucao (5.3.1.12)) em ¢ = 0:

a,(0) = Acos(0) + Bsin(0) = A = A=0C,.
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Para determinar B, derivamos ([5.3.1.12)):
an(t) = —AQvn +1 sin(Q\/n +1 t) + BQvn + 1 cos(Qx/n +1 t).

Emi¢=0:
a,(0) = BQvn + 1. (29)

Por outro lado, da primeira equagao de ((5.3.1.11)) em ¢ = 0:
i, (0) = QVn + 1b,11(0) =0 = ,(0) = 0.
Portanto, B = 0. Assim:
an(t) = Cy o QV/n +1t). (5.3.1.13)

Para b,,1(t), utilizamos a primeira equagao de (5.3.1.11]):
7

G = OV F Tbysy = byt = ———
" Sk T avn+1

Derivando (5.3.1.13)):

.

in(t) = —CoQV/n + Lsin(Qv/n + 1t).

Substituindo:

0 —C,n+1 sin(Q\/n +1 t)} = —iC, sin(Q\/n +1 t).

:wm[

Para o caso geral, com condigOes iniciais arbitrarias, as amplitudes evoluem como:

an(t) = a,(0) cos(Q\/n +1 t) — i b,41(0) sin(Q\/n +1 t),

5.3.1.14
b, (t) = b,(0) COS(Q\/ﬁt) — i a,-1(0) Sin(Q\/ﬁt). ( )

A primeira equacao descreve a evolucao da amplitude de probabilidade para o estado
le,n), onde o a&tomo estd excitado e o campo possui n fétons. A segunda equagio descreve
a evolugao da amplitude para o estado |g,n), com o dtomo no estado fundamental e n
fotons.

Para obter a expressao final, utilizamos as condigoes iniciais,

a,(0) =C, = elolfr2 2 b,(0) =0 para todo n.

Vnl’
Substituindo estas condigoes na solucao geral Eq.([5.3.1.14)), podemos obter

an(t) = Cpoos (WW/n+1t),  buy(t) = —iCpsin (Q/n+1t). (5.5.0.18)

81



A probabilidade de encontrar o atomo no estado excitado é obtida somando sobre

todos os possiveis nimeros de fétons (n),

P.(t) = fjo lan(8))? = f% |C,|? cos? (Q\/n T u) .

De maneira anédloga, a probabilidade de encontrar o 4tomo no estado fundamental é

P,(t) = §|bn(t)|2 = 5_020 |C,,|? sin® (Q\/n+ 1t) .

A partir das expressoes acima, podemos substitui-las na equagao de inversao atomica
que é representada por W (t) = P.(t) — P,(t).

Realizando a substituicao, podemos entao obter
W(t)=>|Cnl? [COS2 (Q\/n +1 t) — sin? (Q\/n + 1t)} :
n=0
Utilizando a identidade trigonométrica cos? § — sin? = cos(26), obtemos a expressio:

W(t) = f: [Co? cos (20v/n +1t) . (5.3.1.15)

Para um estado coerente |a), os coeficientes de expansdo na base de Fock sdo dados
por:
n
C, = loaPr2 2
n!
Consequentemente, a distribuicao de probabilidade para o nimero de fétons segue a

estatistica de Poisson:

2n
a
O = ol (5.3.1.16)
n!
O parametro |a|* = N representa o ntimero médio de f6tons no estado coerente.

A inversao atomica, foi obtida anteriormente a partir da solucdo da Eq.(5.3.1.15) que
corresponde as equagoes de movimento.
Substituindo a distribuicao de Poisson ((5.3.1.16|) na expressao ((5.3.1.15)), obtém-se a

inversao atOmica para um campo inicialmente coerente:

oo NTL
W)=Y e—NF cos (20v/n +1t) . (5.3.1.17)
n=0 :

A Eq. revela que a inversao atémica é uma média sobre todos os possiveis
numeros de fétons n, ponderada pela distribuicdo de Poisson, onde cada contribuicao
oscila com frequéncia 2Q2y/n + 1.

As diferentes componentes oscilam em fase, produzindo oscilagoes regulares. Com o

tempo, as fases relativas se espalham devido as diferentes frequéncias, causando o colapso
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das oscilagoes por interferéncia destrutiva. Eventualmente, em tempos especificos, as fases
se realinham, dando origem ao revival das oscilagoes, fendmeno puramente quantico sem

analogo classico, que sera analisado na sequéncia.
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6 ANALISE NUMERICA E INTERPRETACAO DOS
RESULTADOS

Nesta secao, analisamos as expressoes e os resultados tedricos desenvolvidos ao longo
dos capitulos anteriores, com énfase na interagdo entre um atomo de dois niveis e um
campo eletromagnético quantizado. Para fundamentar essa analise, apresentamos visu-
alizagOes graficas geradas computacionalmente via Python com as bibliotecas NumPy e
Matplotlib, que permitem observar o comportamento dindmico do sistema em diferentes
regimes. Os algoritmos correspondentes, que implementam as solugoes numéricas e os

métodos perturbativos, encontram-se detalhados no Anexo [A]l

6.1 Resultados Numéricos para as Oscilagoes de Rabi

Conforme estabelicido na subsecao [3.3.2] para um sistema de dois niveis submetido
a um campo eletromagnético ressonante (A = 0), a probabilidade de transi¢do entre os
estados fundamental e excitado apresenta um comportamento oscilatério caracteristico. A
partir da solugao das equagdes de Schrodinger dependentes do tempo sob a aproximagao
da onda girante (RWA), obtivemos a conhecida férmula de Rabi, para a probabilidade de
transi¢do (COHEN et al/, [2005; SCULLY; ZUBAIRY], [1997D)), expressa na Eq. (3.3.2.11]).

Figura 10: Comparacao entre a solucao exata e a aproximacao perturbativa para a pro-
babilidade de transicao.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).

Conexao com a Computacdo Quantica: Na vertente do processamento de informagao
quantica, a dindmica ilustrada na Fig. [L0]fundamenta o controle coerente de qubits fisicos.

Um qubit idealizado constitui, essencialmente, o sistema de dois niveis aqui modelado. Ao
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bombardear um ponto quéntico, ion aprisionado ou circuito supercondutor com um pulso
de micro-ondas ou laser calibrado, introduz-se uma perturbacao dependente do tempo.
O controle estrito da duracao do pulso (At) equivale a parametrizar rotagoes exatas na
Esfera de Bloch. Um pulso cuja duragao satisfaga QAt = 7 (pulso de 7) atua como uma,
porta légica NOT quéntica (X), invertendo o estado |0) — |1). Analogamente, um pulso
de 7/2 gera a superposi¢do méxima coerente, etapa fisica primaria para a calibragao da
porta Hadamard (H) (NIELSEN; CHUANG, 2005).

A inversao populacional oscila ciclicamente com a frequéncia de Rabi dada por 2 =
~/h. Esse perfil dindmico comprova que os processos de absor¢dao e emissdao estimulada
nao sao eventos estocasticos disjuntos, mas sim manifesta¢des complementares de uma
evolugdo quantica puramente coerente (GRIFFITHS; SCHROETER) 2018a)).

Conforme ilustrado na figura[I0]obtida pela solugao exata, modelo de Jaynes-Cummings
e pelas aproximacoes perturbativas da série de Dyson em diferentes ordens. Observa-se
que, para tempos curtos, todas as aproximagoes reproduzem adequadamente a dinamica
do sistema, de acordo com a solucao exata. A expansao de primeira ordem apresenta o
afastamento mais rapido enquanto a de ordem superior tem sua validade de aproximagao
estendida.

Verifica-se ainda que as solugoes perturbativas podem assumir valores superiores, o
que contraria a interpretacao probabilistica da funcao de onda. Isto acontece devido o
truncamento da série de Dyson e evidencia que a evolucao temporal aproximada deixa
de ser unitaria. Por outro lado, a solucdo exata permanece limitada ao intervalo entre
0 e 1, preservando a conservacao de probabilidae. Além disso, a coincidéncia entre a
solucao semicldssica e o modelo de Jaynes-Cummings demonstra consisténcia entre as
duas abordagens para os parametros considerados.

A evolucao temporal dessa probabilidade, evidencia a transferéncia periédica e com-

pleta da populacao entre os dois niveis atomicos.

Figura 11: Oscilagoes de Rabi para um sistema de dois niveis em ressonéncia
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).
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A populacgao oscila periodicamente entre os estados fundamental e excitado com fre-
quéncia Q = ~/h. Este comportamento demonstra que a absorc¢ao e a emissao estimulada
sao processos complementares, ambos descritos pela mesma dinamica quantica coerente.

No modelo de Jaynes—-Cummings, quando o campo estd em um estado de Fock |n), a

frequéncia de Rabi depende do niimero de fétons presentes na cavidade, sendo dada por

Q, =20Vn + 1. (6.1.0.1)

Assim, a Figura[lT]pode ser interpretada como a dindmica associada a um tinico estado
de Fock, sendo o caso n = 0 (estado de vacuo) a escolha mais simples e frequentemente
utilizada para ilustrar as oscilagoes de Rabi.

A resposta exibida na Fig. reflete a assinatura dinamica de um estado de Fock
fixo. O caso limite n = 0 quantifica as chamadas oscila¢cbes de Rabi no vacuo, as quais
representam a configuragdo elementar para inspecionar a troca de energia na escala de
poucos fétons.

Quando o campo motriz sofre um desvio em relacao a frequéncia de transicao atémica
(A # 0), a probabilidade de transigdo passa a ser regida pela expressao geral de Rabi
generalizada, conforme deduzido na Eq. . O impacto dessa dessintonia na
dindmica de populacoes é mapeado na Fig. (12|

Figura 12: Efeito da dessintonia (A) sobre as oscilagoes de Rabi.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A inspegao da Fig[I2)revela que o incremento da dessintonia comprimird drasticamente
a amplitude méaxima de transicao, concomitantemente elevando a frequéncia efetiva das
oscilagoes (Qeg = V2 + A?). Este comportamento ilustra a relevancia critica do ajuste
de ressonéncia (w = wy) na eficiéncia de processos induzidos, principio este que governa
o confinamento em cavidades laser de alta finura.

Em arquiteturas computacionais quanticas reais, o desvio de frequéncia A modela os

erros de desinterrelagio (detuning errors) e as flutuagoes de fase estocasticas. Na compu-
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tagao quéntica baseada em circuitos supercondutores (como os qubits do tipo Transmon),
a aplicacao de uma linha de controle fora de ressonancia impede a realizagdo de uma
transferéncia de populacao perfeita, decaindo a fidelidade das portas quanticas. A miti-
gagdo do comportamento observado na Fig[12]é contornada via técnicas de controle 6timo
e pulsos compostos (como sequéncias CORPSE ou DRAG), projetados especificamente
para anular os efeitos de desvios residuais de A.

O modelo de Jaynes-Cummings, apresentado na Secao [5], descreve a interagao entre
um atomo de dois niveis e um modo quantizado do campo eletromagnético. Na repre-
sentacao de interagao e utilizando h, a dindmica do sistema ¢é governada pela equagao de
Schrédinger (5.2.1.1), onde Hiy ¢ o Hamiltoniano de interacio.

Para um estado de Fock |n) (estado com ntiimero definido de fétons), demonstramos que
a Hamiltoniana de interagdo, na aproximacao de onda girante, assume a forma matricial
E210).

Neste subespago de duas dimensoes gerado pelos estados |e,n) e |g,n + 1), a inversao
atomica, definida como W (t) = P.(t) — P,(t), evolui segundo:

W (t) = cos(2Qvn + 1t)

Figura 13: Inversao atomica para diferentes estados de Fock.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).

Observa-se que a frequéncia das oscilagoes aumenta com o nimero de fétons presentes
na cavidade, seguindo a dependéncia wg = 2€2y/n + 1. Esse comportamento evidencia
que o acoplamento efetivo entre o a&tomo e o campo torna-se mais intenso a medida que
cresce o numero de excitagoes do modo eletromagnético. Além disso, mesmo para o estado
de vacuo (n = 0), a inversao atdmica apresenta oscilagoes periédicas, conhecidas como
oscilagdes de Rabi no vacuo. Esse resultado demonstra que a interagdo atomo-campo

nao desaparece na auséncia de fétons reais, persistindo devido as flutuagoes quanticas
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associadas a energia de ponto zero do campo eletromagnético quantizado.

A dependéncia da frequéncia de Rabi efetiva com /n + 1 é uma consequéncia direta
da quantizacdo do campo eletromagnético e nao possui andlogo na descricao classica.
Este resultado, obtido exatamente a partir da Eq. e do Hamiltoniano de Jaynes-

Cummings.

6.2 Colapso e Ressurgimento das Oscilacoes Atomicas - Resul-

tados Numéricos

O colapso e ressurgimento pode ser compreendido a partir do estado coerente do campo
eletromagnético. Diferentemente de um estado de Fock, no qual existe um nimero bem
definido de fétons, um estado coerente é uma superposicao de estados com diferentes
numeros de f6tons. Como a frequéncia de Rabi do modelo de Jaynes-Cummings depende
do nuimero de fétons segundo a Eq. , cada componente da superposi¢ao evolui
com uma frequéncia rapida e diferente.

Embora os estados de Fock sejam titeis para a compreensao da dinamica fundamental,
eles nao descrevem adequadamente a luz produzida por um laser convencional. A radiagao
laser é mais bem representada por um estado coerente |«), definido como autovetor do

operador de aniquilacao (5.3.1.5) com,

o) = — o lal?/2 Z \/_|n

Quando o campo é preparado em um estado coerente |a), o nimero médio de f6tons

¢ dado por

= |af”.

Os estados coerentes sdo relevantes porque constituem a descricdo quantica mais pro-
xima de uma onda eletromagnética classica. A medida que o pardmetro || aumenta,
o numero médio de fétons cresce e as flutuagoes relativas do campo tornam-se cada vez

menores. Consequentemente, no limite
la| = oo, N — oo,

o campo eletromagnético passa a apresentar um comportamento cada vez mais proximo
daquele previsto pela eletrodinamica classica. Fisicamente, esse limite corresponde a um
feixe laser intenso contendo um grande ntmero de fétons, para o qual os efeitos das
flutuagoes quanticas tornam-se despreziveis diante da intensidade média do campo.

Essa interpretacao possui uma consequéncia importante para a analise deste trabalho.

Como o estado coerente constitui a descricdo quantica mais préxima de um campo clas-
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sico, espera-se que, para valores suficientemente elevados de N, a dindmica prevista pelo
modelo de Jaynes-Cummings aproxime-se progressivamente daquela obtida no tratamento
semiclassico. Essa hipotese serd investigada quantitativamente na Se¢ao 6.3 por meio da
comparacao das populacoes atomicas e da inversao de populagao.

Para um atomo inicialmente excitado e o campo preparado em um estado coerente, a
inversao atomica é dada pela média sobre a distribuicao de Poisson conforme mostrado
na Eq..

As Figuras abaixo apresentam a evolugao temporal da inversao atomica para diferentes

valores do niimero médio de fotons N do estado coerente.

Figura 14: Estado coerente para diferentes nimeros médios de fétons: (a) N = 5, (b)
N =10, (¢) N = 20.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A figura [14] ilustra a evolugdo temporal da inversao atdémica para diferentes niimeros
médios de fétons do estado coerente. Para tempos curtos, observam-se oscilagoes aproxi-
madamente periddicas, associadas a troca coerente de energia entre o &tomo e o campo.
A medida que o tempo aumenta, a dispersio das fases das diferentes componentes da dis-

tribuicao de Poisson provoca a reducao gradual da amplitude das oscilagoes, culminando
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no colapso da inversao atomica. Em tempos mais longos, ocorre o realinhamento dessas
fases, produzindo o ressurgimento das oscilagoes.

Observa-se trés regimes distintos: Fig. [I4a] para tempos curtos, oscilagoes regulares
com frequéncia aproximadamente 2Qv/N: um colapso das oscilagoes em tempos in-
termediarios, devido a interferéncia destrutiva entre as diferentes componentes de ntimero
de fétons; um ressurgimento (revival) das oscilagoes em tempos longos, quando as fa-
ses relativas se realinham. Elas representam o fenomeno de colapso e revival da inversao
atOomica para estados coerentes do campo eletromagnético.

A fim de melhor visualizar o fendmeno para diferentes nimeros médios de fétons, a
Figura 15 apresenta uma comparacgao direta entre os casos N = 8, 35 e 65, destacando os

tempos de revival tedricos.

Figura 15: Revivals da inversao atdmica para diferentes nimeros médios de fétons: (a)
N =38, (b) N =35, (c) N =65.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).

As linhas verticais indicam os tempos de revival tedricos (trevivar = 27V N /Q). Observa-

se que quanto maior o valor de N, maior o tempo necessario para o primeiro revival,

consistente com a dependéncia v/ V.
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A andlise das Figuras [14] e [15] evidencia que o fenémeno de colapso e revival decorre
da superposi¢do de componentes associadas a diferentes nimeros de fétons, cada uma
oscilando com uma frequéncia de Rabi distinta. Inicialmente, essas componentes evoluem
aproximadamente em fase, produzindo oscila¢bes regulares da inversao atomica. Com
o tempo, ocorre a dispersao das fases relativas, levando ao colapso das oscilagoes por
interferéncia destrutiva. Como a evolucao do sistema é unitaria, as fases podem voltar
a se alinhar, dando origem ao ressurgimento das oscilagoes. Esse comportamento nao
possui analogo na optica classica e constitui uma das principais assinaturas da natureza
quantica da interagao entre luz e matéria.

A partir da quantizacao do campo eletromagnético, verifica-se que a acao do operador
de criagao adiciona um féton ao mesmo modo ja ocupado pelo campo incidente. Como
consequéncia, o féton emitido possui as mesmas caracteristicas do féton que estimulou a
transicao, explicando a origem da coeréncia da radiacao laser.

No formalismo de segunda quantizacio, o operador de criacdo a' atua sobre um estado

de Fock |n) produzindo um estado com um féton a mais, de acordo com
a'ln) = vn + 1n + 1).

Este operador adiciona um féton ao modo do campo, mas nao especifica a fase, direcao
ou polarizagado deste novo foton. A informacao sobre estas propriedades esta contida
no proprio operador de criacdo, que estd associado a um modo especifico do campo,
caracterizado pelo vetor de onda ke pela polarizagao o

Na Hamiltoniana de interacdo do modelo de Jaynes-Cummings, o termo responsavel

pela emissao estimulada é:

Hestimulada = hQO—_&T .

onde o_ = |g)(e| é o operador de descida atémica. Quando este operador atua sobre um

estado inicial |e,n) (dtomo excitado com n fétons no campo), obtemos:

[:[estimulada|ea TL> = R/ + 1|g, n -+ 1>

Esse resultado mostra que, durante a emissao estimulada, o atomo decai do estado
excitado para o estado fundamental enquanto o campo ganha um féton adicional no
mesmo modo eletromagnético. Além disso, a probabilidade da transicdo aumenta com
o numero de fétons ja presentes no campo, evidenciando o mecanismo responsavel pela
amplificacao coerente da radiacao laser.

O fenomeno de colapso e ressurgimento é o cerne do entendimento da deesinterrelacao
e perda de coeréncia em arquiteturas de Hardware Quéantico baseadas em QED de Ca-

vidade (Cavity QED) e Circuit QED. Quando acoplamos um qubit supercondutor a um
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ressonador de micro-ondas (cavidade) para realizar a leitura do estado do qubit (dispersive
readout), o estado do campo no ressonador dita o deslocamento de frequéncia do qubit.
Se o campo na cavidade nao for um estado de Fock puro, a dispersao de frequéncias causa
o desfasamento do qubit (colapso da coeréncia). Compreender o tempo exato de colapso
e as dinamicas de ressurgimento ¢é vital para projetar protocolos de medicao ultra-rapidos

que protejam o qubit da decoeréncia intrinseca (BLAIS et al., |2021)).

6.3 Comparacao entre a descricao Semiclassica e o modelo de
Jaynes-Cummings

A analise comparativa da inversao de populacao atémica entre o tratamento semiclas-
sico e o modelo de Jaynes-Cummings constitui uma etapa fundamental para investigar os
limites de validade das aproximagcoes classicas face ao formalismo totalmente quantizado.
Enquanto a abordagem semiclassica descreve o campo eletromagnético como uma onda
classica continua de amplitude deterministicamente bem definida, o modelo de Jaynes-
Cummings quantiza o campo em modos ressonantes. Consequentemente, o confronto
direto entre ambos os modelos fornece uma verificagao quantitativa do Principio de Cor-

respondéncia de Bohr na escala microscépica da interacao luz-matéria.

Figura 16: Comparacao da inversao atomica nos modelos semicldssico e de Jaynes-
Cummings para n = 1.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).
A Figura expoe a evolugao temporal da inversao atomica para um regime onde

o campo é preparado em um estado coerente de baixa intensidade (n = 1). Observa-se

que o comportamento quantico diverge radicalmente da previsao senoidal perpétua do
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modelo semiclassico. Como a distribuicao estatistica de Poisson associada ao estado coe-
rente possui uma dispersao relativa acentuada em subespagos de baixa energia, miltiplas
frequéncias de Rabi de amplitudes comparaveis coexistem e interferem destrutivamente.
Esse fendmeno induz o colapso rapido das oscilagdes, configurando um efeito puramente

quantico e desprovido de analogo classico.

Figura 17: Comparacao da inversao atomica nos modelos semiclassico e de Jaynes-
Cummings para n = 50 e n = 100.
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Fonte: Elaborado pela autora (2026).

Por outro lado, a medida que o ntimero médio de fétons se eleva, conforme ilustrado
nas Figuras e a distribuicao de probabilidade de fo6tons torna-se progressivamente
concentrada em torno de seu valor médio (An/n oc 1/v/71). Sob essa condicdo de alta
intensidade, as frequéncias de Rabi discretas associadas aos estados de nimero adjacentes
tornam-se quase homogéneas, retardando o tempo de colapso e atenuando as discrepancias
macroscopicas em relagao a dinamica continua.

No regime de valores elevados de n, a dinamica prevista pelo modelo de Jaynes-
Cummings aproximam-se do perfil das oscilagbes harmonicas sustentadas da teoria se-
miclassica. Do ponto de vista fisico, esse comportamento corrobora o fato de que estados

coerentes intensos fornecem a representacao quantica ideal para a radiacdo macroscopica
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coerente (como a de feixes laser). Nessas circunsténcias, as flutuagoes quanticas de ponto
zero tornam-se estatisticamente despreziveis face a intensidade média do campo, forcando
a evolugdo quantica a convergir assintoticamente para a descricao classica e evidenciando
a elegancia da transicao classico-quantica na éptica moderna.

A medida que o nimero médio de fétons aumenta, conforme ilustrado nas figuras,
a distribuicdo torna-se cocentrada em torno de seu valor médio. Nessa situagao, as fre-
quéncias de Rabi associadas aos diferentes estados de ntimero, tornam-se cada vez mais
proximas entre si, reduzindo as discrepancias em relacao ao modelo semiclassico.

Para resolver valores elevados de n, observa-se que a inversao atomica obtida pelo
modelo de Jaynes-Cummings reproduz as oscilagoes previstas pela teoria semiclassica.
Esse resultado evidencia que o tratamento classico da radiagdo pode ser interpretado
como um limite do modelo quantico quando o campo contém um grande nimero de
fotons. Dessa forma, os resultados obtidos estabelecem uma conexao entre as descri¢oes
classica e quantica da interacdo entre a radiacdo eletromagnética e um atomo de dois
niveis.

Sob perspectiva fisica, esse comportamento esta associado ao fato de que os estados
coerentes com um elevado niimero médio de fotons representam de forma dequada a radia-
¢ao produzida por lasers. Nessas condicoes, as flutuacoes quanticas tornam-se despreziveis
perante a intensidade média, assim, a dinamica quantica acaba convergindo da descricao
classica.

Dessa forma, a comparacao realizada nesta se¢do evidencia ndo apenas as diferencas
entre as descrigoes classica e quantica da radiacao, mas também a conexao entre elas.

Conexao com a Computacdio Quantica: Leitura Dispersiva de Qubits. — A transicao
entre os regimes semicldssico e quantico discutida nesta secao é o cerne operacional da
leitura de estados em processadores quanticos supercondutores modernos (arquiteturas de
Circuit QED). O protocolo padrao de leitura (dispersive readout) baseia-se no acoplamento
dispersivo entre um qubit (o 4tomo de dois niveis) e um ressonador de leitura (a cavidade
quantizada). Para medir o qubit, um pulso de micro-ondas — preparado em um estado
coerente |a) — é enviado ao ressonador.

Se o processador operar no regime quantico puro de baixa intensidade (n ~ 1), como
o ilustrado na Fig. [16] o campo quantico sofre um desfasamento severo provocado pelas
flutuacoes atomicas (colapso), o que inviabiliza uma medicao de alta fidelidade. Por essa
razao, os protocolos experimentais de computacao quantica operam deliberadamente no
regime de correspondéncia de alta intensidade (n > 1), similar ao das Figuras e
Nesse limite macroscopico, a separacao de fases classica do campo eletromagnético
é preservada e atua como um ponteiro de medigao estavel: o estado do qubit (]0) ou |1))
desloca a frequéncia de ressonancia do campo de forma deterministica, permitindo que a

eletronica de controle classica determine o estado do qubit com fidelidades que superam

99% (BLAIS et all, [2021)).
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7 CONCLUSOES

O presente trabalho teve como objetivo investigar os fundamentos quénticos da in-
teracao entre luz e matéria, com énfase nos mecanismos responsaveis pela coeréncia da
radiacao laser. Para isso, foi realizada uma abordagem gradual, partindo da descri¢ao de
sistemas quanticos de dois niveis e da teoria de perturbagoes dependentes do tempo até
a quantizacao do campo eletromagnético e o estudo do modelo de Jaynes—Cummings.

Inicialmente, foi demonstrado que a interacao de um atomo de dois niveis com um
campo eletromagnético ressonante produz oscilagoes periddicas da populagao entre os
estados fundamental e excitado, conhecidas como oscilagoes de Rabi. Esse resultado
evidencia o carater coerente da interacao luz-matéria e fornece uma descri¢ao microscépica
dos processos de absorcao e emissao estimulada.

A quantizagdao do campo eletromagnético permitiu avancar além da descri¢do semiclas-
sica, revelando que a dindmica do sistema depende explicitamente do niimero de fétons
presentes no campo. Nesse contexto, o modelo de Jaynes—Cummings mostrou-se uma
ferramenta fundamental para a compreensao da troca de energia entre atomo e campo,
prevendo fenémenos genuinamente quanticos, como as oscilagdes de Rabi no vacuo e a
dependéncia da frequéncia de oscilagdo com o nimero de fétons.

A andlise de estados coerentes evidenciou sua importancia na descricdo quantica da
radiacao laser. Como esses estados apresentam distribuicao de Poisson para o nimero de
fotons e propriedades que se aproximam do comportamento cléssico da luz, eles constituem
uma representacao adequada da radiagdo produzida por lasers. Além disso, foi mostrado
que a emissao estimulada adiciona fétons ao mesmo modo eletromagnético ja ocupado
pelo campo, preservando frequéncia, fase, direcao de propagacao e polarizacdo. Dessa
forma, o formalismo quantico fornece uma explicagdo natural para a elevada coeréncia
observada na radiagao laser.

Um dos niicleos analiticos deste trabalho consistiu na interpretacao do fendmeno de
colapso e ressurgimento (revival) da inversao atomica sob campos coerentes. Verificou-se
que essa dinamica resulta da superposicao de componentes associadas a diferentes esta-
dos de nimero, cada qual evoluindo com uma frequéncia de Rabi distinta. A dispersao
progressiva das fases relativas induz o colapso por interferéncia destrutiva, ao passo que
a natureza discreta do campo propicia o realinhamento periddico dessas fases, originando
o ressurgimento. Esse comportamento, sem analogo na optica classica, traduz uma das
assinaturas mais contundentes da quantizacdo da luz e fundamenta as limitagoes de de-
esinterrelagao e leitura dispersiva encontradas na engenharia de computacao quantica
baseada em Circuit QED (BLAIS et al., [2021)). Portanto, a quantiza¢ao do campo eletro-
magnético revela-se indispensavel para a compreensao completa da mecanica de interacoes
fundamentais.

No que tange as perspectivas para trabalhos futuros, diversas vertentes promissoras po-
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dem ser exploradas. Uma extensao natural consiste em transitar para sistemas envolvendo
multiplos &tomos acoplados a cavidades 6pticas (como o modelo de Tavis-Cummings), per-
mitindo investigar efeitos coletivos de superradiancia. Outra proposta de alto impacto
reside na aplicacao direta desses modelos de perturbagao harmoénica e controle de pulsos
na otimizacao de matrizes de portas légicas quanticas, avaliando o impacto de ruidos am-
bientais através da equagao mestre de Lindblad (NIELSEN; CHUANG, 2010). Por fim, a
investigacao aprofundada de estados nao classicos da radiagao, tais como os estados com-
primidos (squeezed) e estados emaranhados gerados via algoritmos numéricos (como os
detalhados no Anexo , poderé expandir o escopo deste estudo analitico para os cendrios
emergentes da metrologia quantica e comunicagao quantica segura.

Assim, este trabalho cumpre seus objetivos ao consolidar os pilares tedricos da éptica
quantica, estabelecendo correlagoes rigorosas entre as formulagoes matemaéaticas funda-

mentais e as tecnologias de processamento e controle quantico da atualidade.
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A ALGORITMOS DE SIMULACAO NUMERICA

Neste anexo, apresenta-se o codigo-fonte desenvolvido em ambiente Python para a
geracao das simulagoes numéricas discutidas ao longo deste trabalho. O algoritmo a seguir
utiliza O algoritmo a seguir utiliza a biblioteca especializada QuTip(Quantum Toolbox in
Python), além das bibliotecas estruturais NumPy e Matplotlib, para mostrar graficamente

os fendmenos de oscilagoes e inversdes atomicas discutidos.

!'pip install qutip

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from google.colab import files # Adicionado para transferir os
ficheiros

from math import factorial

from scipy.stats import poisson

# Grafico 1: Oscilagdes de Rab?

gamma_hbar = 1.0
t = np.linspace(0, 2%np.pi, 1000)

P_excited = np.sin(gamma_hbar * t)**2

P_ground = np.cos(gamma_hbar * t)**2

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

ax.plot(t, P_excited, ’b-’, linewidth=2, label=’Estado excitado |
e)?’)

ax.plot(t, P_ground, ’r--’, linewidth=2, label=’Estado
fundamental |g)’)

ax.set_xlabel (’Tempo t (unidades de 7/f))’, fontsize=12)

ax.set_ylabel (’Probabilidade’, fontsize=12)

ax.set_title(’0Oscilacgdes de Rabi para um Sistema de Dois Niveis
em Resson ncialn(A = 0)’, fontsize=12)

ax.legend (loc=’upper right’)

ax.grid (True, alpha=0.3)

ax.set_ylim(0, 1.1)

ax.set_x1im (0, 2*np.pi)

ax.axhline(y=0.5, color=’gray’, linestyle=’:’, alpha=0.7)

plt.tight_layout ()

plt.savefig(’figural_rabi_oscillations.pdf’, format=’pdf’,
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bbox_inches=’tight’)
s1|files.download(’figural_rabi_oscillations.pdf’)

32 | plt.show ()

35 |# Grafico 2: Influéncia da Dessintonia
37 | gamma_hbar = 1.0

s |deltas = [0, 0.5, 1.0, 2.0]

9|t = np.linspace (0, 4*np.pi, 1000)

i1 |fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

2| colors = [’blue’, ’red’, ’green’, ’orange’]

1| for delta, color in zip(deltas, colors):

a5 Omega = np.sqrt(gamma_hbar**2 + (deltax**2)/4)

46 amplitude = gamma_hbar**2 / Omega**2

a7 P = amplitude * np.sin(Omega * t)**2

48 ax.plot(t, P, color=color, linewidth=1.5, label=f’A = {delta}
7)

40

50| ax.set_xlabel (’Tempo t (unidades arbitrarias)’, fontsize=12)

51 |ax.set_ylabel (’Probabilidade do estado excitado P_e(t)’, fontsize
=12)

52|ax.set_title(’Influéncia da Dessintonia nas Oscilagdes de Rabi’,
fontsize=12)

53 |ax.legend (loc=’upper right’)

51 |ax.grid (True, alpha=0.3)

55 |ax.set_ylim (0, 1.1)

56 |plt.tight_layout ()

57 |plt.savefig(’figura2_rabi_detuning.pdf’, format=’pdf’,
bbox_inches=’tight’)

ss |[files.download (’figura2_rabi_detuning.pdf’)

50 |plt.show ()

60

6 | # ===============—=c--c-oo-ooooooooooooooooo

62| # Grdfico 3: Inversdo Atémica (Estados de Fock)
63 | # ====================c=c--c----oooo-oo-o-oo

¢« |Omega = 1.0
65|t = np.linspace (0, 4*np.pi, 1000)

66 |n_values = [0, 4, 8]
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o« |fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

70|for n in n_values:

71 omega_eff = 2 * Omega * np.sqrt(n + 1)

72 W = np.cos(omega_eff * t)

73 ax.plot(t, W, linewidth=1.5, label=f’n = {n} (Q_eff = {
omega_eff:.1£}) )

75|ax.set_xlabel (’Tempo t (unidades arbitrarias)’, fontsize=12)
76| ax.set_ylabel (’Inversdo At mica W(t)’, fontsize=12)
77|ax.set_title(’Inversdo At mica para Estados de Fock (Atomo
inicialmente excitado)’, fontsize=12)

7s |ax.legend (loc=’upper right’, fontsize=9)

7o |ax.grid (True, alpha=0.3)

s0o|ax.set_ylim(-1.1, 1.1)

s1 |ax.axhline (y=0, color=’black’, linestyle=’-’, alpha=0.3)

s2 | plt.tight_layout ()

s3 | plt.savefig(’figura3_jc_fock_states.pdf’, format=’pdf’,
bbox_inches=’tight’)

ss|files.download (’figura3_jc_fock_states.pdf’)

5 | plt.show ()

ss |# Grafico 4: Inversdo Atémica Alternativa (Fock)

oo | Omega = 1.0

91|t = np.linspace(0, 10, 1000)

o2 |n_values = [0, 4, 8]

o3 | colors = [’black’, ’blue’, ’red’]

[;_;, ;__;’ ;_.;]

o4 | styles

o |fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

os |[for n, color, style in zip(n_values, colors, styles):

99 omega_eff = 2 * Omega * np.sqrt(n + 1)

100 W = np.cos(omega_eff * t)

101 ax.plot(t, W, color=color, linestyle=style, linewidth=2.5,
label=fr’$n={n}$’)

102

03 |ax.set_xlabel (r’Tempo $t$’, fontsize=12)
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104 |ax.set_ylabel (r’Inversdo At mica $W(t)$’, fontsize=12)
105 |ax.legend(fontsize=10)

w6 |ax.grid(True, alpha=0.3)

07 |ax.set_x1im (0, 10)

0s |ax.set_ylim(-1.1, 1.1)

09 [ax.axhline (y=0, color=’gray’, alpha=0.4)

1o |plt.tight_layout ()

1 |plt.savefig(’figura_fock_nO_n4_n8.pdf’, format=’pdf’, bbox_inches
= tight’)

112 |[files.download (’figura_fock_nO_n4_n8.pdf’)

13 | plt.show ()

16 | # Grafico 5: Colapso e Revival (Estados Coerentes)

115 |def inversion_coherent (N, t, Omega=1.0):

119 n_max = int(N + 10*np.sqrt(N) + 20)

120 W = np.zeros_like(t)

121 for n in range(n_max + 1):

122 prob = np.exp(-N) *x (N*x*n) / factorial(mn)
123 W += prob * np.cos(2x0Omega*t*np.sqrt(n+1))
124 return W

126 | Omega = 1.0
27 |N_values = [5, 10, 20]
25|t = np.linspace (0, 200, 3000)

0 | fig, axes = plt.subplots(3, 1, figsize=(12, 10))

132 | for idx, N in enumerate (N_values):

133 W = inversion_coherent (N, t, Omega)

134 axes [idx].plot(t, W, ’b-’, linewidth=1)

135 axes [idx].set_ylabel (’W(t)’, fontsize=11)

136 axes [idx].set_title(f’Estado coerente: N = {N} fétons (médio)

>, fontsize=12)

137 axes [idx].grid (True, alpha=0.3)

138 axes [idx].set_ylim(-1.1, 1.1)

139 axes [idx].set_x1im (0, 200)

140 axes [idx].axhline(y=0, color=’black’, linestyle=’-’, alpha
=0.3)
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142

143

156

157

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

axes [2] .set_xlabel (’Tempo t (unidades arbitréarias)’, fontsize=12)
plt.suptitle(’Colapso e Revival da Inversdo At mica para Estados
Coerentes’, fontsize=14)

plt.tight_layout ()

plt.savefig(’figura4_collapse_revival.pdf’, format=’pdf’,
bbox_inches=’tight’)

files.download(’figura4_collapse_revival.pdf’)

plt.show ()

# Grafico 6: Revivals Comparacgdo

def inversion_coherent_precise(N, t, Omega=1.0, n_max_factor=15):
n_max = int(N + n_max_factor * np.sqrt(N) + 30)
W = np.zeros_like(t)
for n in range(n_max + 1):
prob = poisson.pnf(n, N)
W += prob * np.cos(2 * Omega * t * np.sqrt(n + 1))

return W

Omega = 1.0
t = np.linspace(0, 200, 4000)
N _values = [8, 35, 65]

fig, axes = plt.subplots(3, 1, figsize=(12, 10))

for idx, N in enumerate(N_values):
W = inversion_coherent_precise(N, t, Omega)
axes [idx].plot(t, W, ’b-’, linewidth=1, alpha=0.8)
axes [idx].set_ylabel (’W(t)’, fontsize=11)
axes[idx].set_title(f’N = {N}’, fontsize=12)
axes [idx].grid (True, alpha=0.3)
axes [idx].set_ylim(-1.1, 1.1)
axes[idx].set_x1im (0, 200)

axes [idx].axhline(y=0, color=’black’, linestyle=’-’, alpha
=0.3)
t_revival_teorico = 2 * np.pi * np.sqrt(N) / Omega

axes [idx].axvline(x=t_revival_teorico, color=’green’,
linestyle=’:’, alpha=0.7,
label=f’Revival tedérico t = {

t_revival_teorico:.1f}’)
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180

181

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

204

205

206

207

208

209

210

N}
V]

axes [idx].legend (fontsize=9)

axes [2] .set_xlabel (’Tempo t (unidades arbitrarias)’,

fontsize=12)

plt.suptitle(’Revivals da Inversdo At mica para Diferentes Ni

meros Médios de Fdétons’, fontsize=14)
plt.tight_layout ()
plt.savefig(’figurab_revivals_comparison.pdf’,

bbox_inches=’tight’)

format=’pdf’,

files.download (’figurab_revivals_comparison.pdf’)

plt.show ()

fig, ax = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 5))

ax [0] .set_x1im (0, 1)

ax [0].set_ylim (0O, 1)

ax [0] .axis (’off’)

ax [0].plot ([0.2, 0.8], [0.2, 0.2], ’k’, 1lw=2)

ax [0].plot ([0.2, 0.8], [0.8, 0.8], ’k’, 1lw=2)

ax[0].text(0.15, 0.2, r’$E_i$’, fontsize=16, va=’center’)

ax[0].text(0.15, 0.8, r’$E _f$’, fontsize=16, va=’center’)

ax[0].text (0.84, 0.2, r’$|\varphi_i\rangle$’, fontsize=16, va=’
center’)

ax [0].text (0.84, 0.8, r’$|\varphi_f\rangle$’, fontsize=16, va=’
center’)

ax [0].arrow (0.5, 0.2, O, 0.55, head width=0.03, head_length=0.04,

length_includes_head=True)

X = np.linspace(0.05, 0.42, 200)

y = 0.45 + 0.03*np.sin (20*np.pi*x)

ax [0] .plot(x, y, lw=2)

ax [0] .arrow(0.42, 0.45, 0.05, 0, head_width=0.02, head_length
=0.02, length_includes_head=True)

ax [0].text (0.22, 0.53, r’$\hbar\omega$’, fontsize=16)

ax [0] .text (0.5, 0.05, ’(a) Absorcdo’, ha=’center’, fontsize=15)

ax[1].set_x1im (0, 1)

ax[1] .set_ylim (0, 1)

ax [1] .axis (’off’)

ax [1] .plot ([0.2, 0.8], [0.8, 0.8], ’k’, 1lw=2)

ax [1] .plot([0.2, 0.8], [0.2, 0.2], ’k’, 1lw=2)
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216

239

ax[1].text (0.15, 0.8, r’$E_i$’, fontsize=16, va=’center’)
ax[1].text(0.15, 0.2, r’$E_f$’, fontsize=16, va=’center’)
ax[1].text (0.84, 0.8, r’$|\varphi_ilrangle$’, fontsize=16, va=’
center’)
ax[1].text (0.84, 0.2, r’$|\varphi_f\rangle$’, fontsize=16, va=’
center’)
ax[1].arrow (0.5, 0.8, 0, -0.55, head_width=0.03, head_length
=0.04, length_includes_head=True)
for yy in [0.55, 0.35]:
x = np.linspace(0.65, 0.95, 200)
y = yy + 0.03*np.sin(20*np.pi*x)
ax [1] .plot(x, y, lw=2)
ax[1].arrow(0.95, yy, 0.03, 0, head _width=0.02, head_length
=0.02, length_includes_head=True)
ax[1].text (1.0, yy, r’$\hbar\omega$’, fontsize=16, va=’center
7)
ax[1].text (0.5, 0.05, ’(b) Emiss&do induzida’, ha=’center’,
fontsize=15)
plt.tight_layout ()
plt.savefig(’transicoes_atomicas.pdf’, format=’pdf’, bbox_inches=
‘tight ’)
files.download(’transicoes_atomicas.pdf’)
plt.show ()

# Grafico 9: Jaynes-Cummings nbar=1

plt.rcParams.update({’font.size’: 14, ’axes.labelsize’: 16, ’axes

.titlesize’: 16, ’legend.fontsize’: 13})

g =1.0

t = np.linspace (0,80,3000)
nbar = 1

nmax = 10

n = np.arange (nmax+1)

Pn = poisson.pnf(n,nbar)

Wjc = np.zeros_like(t)
for i,ti in enumerate(t):

Wjc[i]l = -np.sum(Pn*np.cos (2*g*np.sqrt(n+1)*ti))
Wsc = -np.cos(2*g+*np.sqrt (nbar)*t)

plt.figure(figsize=(8,5))
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259

260

261

262

plt.plot(t,Wjc, color=’red’, linewidth=2.5, label=’Jaynes-
Cummings’)

plt.plot(t,Wsc, ’--’, color=’navy’, linewidth=2.5, label=’Semicla
ssico’)

plt.xlabel(r’$gt$’)

plt.ylabel(r’$W(t)$’)

plt.title(r’$\bar n = 13%’)

plt.ylim(-1.1,1.1)

plt.grid(alpha=0.3)

plt.legend ()

plt.tight_layout ()

plt.savefig(’W_nbarl.pdf’, format=’pdf’, bbox_inches=’tight’)

files.download (’W_nbarl.pdf’)

plt.show ()

# R X

# Grafico 10: Jaynes-Cummings nbar=50

# S 3 3 3 S 3 S F 5 £ X 3 5 5 55
plt.rcParams.update({’font.size’: 12, ’axes.labelsize’: 14, ’axes

.titlesize’: 14, ’legend.fontsize’: 123})
g =1.0
t = np.linspace(0, 80, 3000)
50
100

n = np.arange (nmax + 1)

B
o’
[
R
]

=]
8
)
]

1

Pn = poisson.pmf(n, nbar)
Wjc = np.zeros_like(t)
for i, ti in enumerate(t):
Wjc[i]l] = -np.sum(Pn * np.cos(2 * g * np.sqrt(n + 1) * ti))
Wsc = -np.cos(2 * g * np.sqrt(nbar) * t)

plt.figure(figsize=(12, 4))

plt.plot(t, Wsc, ’--’, color=’navy’, linewidth=1.0, alpha=0.5,
label=’Semiclassico’)

plt.plot(t, Wjc, color=’red’, linewidth=1.2, label=’Jaynes-
Cummings’)

plt.xlabel(r’$gt$’)

plt.ylabel (r’$wWw(t)$’)

plt.ylim(-1.1, 1.1)

plt.grid(alpha=0.3, linestyle=’:’)

plt.legend (loc=’upper right’, framealpha=0.9)
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22 | plt.tight_layout ()

2s3 | plt.savefig (’W_nbar10_melhorado.pdf’, format=’pdf’, bbox_inches=’
tight’)

21 [files.download (’W_nbar10_melhorado.pdf’)

285 | plt . show ()

288 | # Grafico 11: Jaynes-Cummings nbar=100

200 |plt.rcParams.update ({’font.size’: 14, ’axes.labelsize’: 16, ’axes

.titlesize’: 16, ’legend.fontsize’: 13, ’font.family’: ’serif’,
’mathtext.fontset’: ’cm’})

201 |g = 1.0

202 |t = np.linspace(0, 80, 10000)

03 [nbar = 100

204 |lnmax = 250

205 |n = np.arange (nmax + 1)

206 |[Pn = poisson.pmf(n, nbar)

207 |argumento_cos = 2 * g *x np.sqrt(n + 1) *x t[:, np.newaxis]

205 |[Wjc = -np.sum(Pn * np.cos(argumento_cos), axis=1)

200 |Wsc -np.cos(2 * g * np.sqrt(nbar) * t)
300
s01 [fig, ax = plt.subplots(figsize=(10,5))

302 |ax.plot(t, Wsc, ’--’, color="#1£f77b4’, linewidth=1.3, label=’
Semiclassico’, zorder=2)

303 |ax.plot(t, Wjc, color=’#d62728’°, linewidth=1.8, label=’Jaynes-
Cummings’, zorder=3)

301 |ax.set_xlabel (r’$gt$’)

305 |ax.set_ylabel (r’$W(t)$’),

306 |ax.set_x1im (0,80)

307 |ax.set_ylim(-1.1,1.1)

s0s |ax.grid(True, linestyle=’:’, alpha=0.7, zorder=0)

300 |ax.spines[’top’].set_visible (False)

s10 |ax.spines[’right’].set_visible (False)

s11 |ax.legend (frameon=True, edgecolor=’lightgray’, loc=’upper right?’)
si2 [fig.tight_layout ()

s13|fig.savefig(’W_nbar100_tempo80.pdf’, format=’pdf’, bbox_inches=’
tight?’)

siu | files.download (’W_nbarl100_tempo80.pdf’)

315 [ plt . show ()

316
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Omega = 1.0

t = np.linspace(0, 10, 1000)

P_exact = np.sin(Omega*t/2) *x*2

A1 = -1j*(Omegax*t/2)

P1 = np.abs (A1) **2

A3 = (-1j*(0Omegax*t/2) + 1j*(0Omegaxt/2) **3/6)
P3 = np.abs (A3) **2

P_jc = np.sin(Omega*t/2) *x*2

plt.figure(figsize=(10,6))
plt.plot(t, P1, ’>--’, color=’navy’, linewidth=2, label=’Dyson até
la ordem’)

plt.plot(t, P3, ’-.’, color=’green’, linewidth=2, label=’Dyson at
é 3a ordem’)

plt.plot(t, P_exact, color=’black’, linewidth=5, label=’Solucédo
exata semicléassica’)

plt.plot(t, P_jc, ’--’, color=’red’, linewidth=2, label=’Jaynes-
Cummings’)

plt.axhline(l, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.5)

plt.x1im(0,10)

plt.ylim(0,2)

plt.xlabel (r’$\Omega t$’)

plt.ylabel (’Probabilidade de excitag&o’)

plt.grid(alpha=0.3)

plt.legend(fontsize=12)

plt.tight_layout ()

plt.savefig(’Dyson_le3_ordem.pdf’, format=’pdf’, bbox_inches=’
tight’)

files.download (’Dyson_le3_ordem.pdf’)

plt.show ()

Listing 1: Codigo em Python para simulacao de oscilagbes de Rabi, modelo de Jaynes-

Cummings e série de Dyson.
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