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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos nogoes sobre os sistemas de amortizagao Price, Sistema de amortizagao
Americano (SAA) e Sistema de Amortizagdo Constante (SAC), contextualizando-os historicamente e expli-
citando a teoria matematica que fundamenta as féormulas e os resultados relacionados a amortizagao. Além
disso, utilizaremos representagoes graficas para ilustrar a teoria e demonstrar o comportamento das compo-
nentes de um empréstimo ao longo de sua vigéncia. Por fim, com base na teoria apresentada e na resolugao
de um problema proposto, o leitor serd capaz de analisar e identificar qual sistema de amortizacao é mais
vantajoso em situagoes semelhantes.

Palavras Chaves: Juro; Sistema de Amortizagdo Price; Sistema de Amortizagdo Americano; Sistema

de Amortizagao Constante, Juro; Valor Devedor



ABSTRACT

In this work, we will present notions concerning the Price amortization system, the American Amorti-
zation System (AAS), and the Constant Amortization System (CAS), contextualizing them historically and
explaining the mathematical theory underlying the formulas and results related to amortization. Further-
more, graphical representations will be employed to illustrate the theory and demonstrate the behavior of
the components of a loan throughout its term. Finally, based on the presented theory and the solution
of a proposed problem, the reader will be able to analyze and identify which amortization system is more
advantageous in similar situations.

Keywords: Interest; Price Amortization System; American Amortization System; Constant Amortiza-

tion System; Interest; Outstanding Balance



Sumario

[I INTRODUCAO|

2

1 Contexto Historicol. . . . . . . . . . e 3

12 Nocoes Preliminares| . . . . . . . . . . . . e 7
[2.1 Nocoes Gerais de Sequéencias Numericas| . . . . . . . . . . . ... .. 7

[2.2 Progressao Geometricas| . . . . . . ... Lo Lo 8

2.3 Nocoes de Matematica Financeira] . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 10

[2.4 Financiamentos e Empréstimos| . . . . . . . ... Lo L o 12

[2.5 Séries de Pagamentos| . . . . . ... L L 13

12 Sistemas de Amortizacao| 17
IL Sistema de Amortizacao Pricel . . . . . . . .. 18

|2 Sistema de Amortizacao Constante] . . . . . . . . . L L 24

13 Sistema de Amortizacao Americanol. . . . . . . . ... e e e e e 29

I3 CONSIDERACOES FINAIS| 33

iv



Lista de Figuras

IL.1 Retrato de Richard Price, por Benjamin West| . . . . . . . .. .. ... .. ... ... .... 5
2.1  Empréstimo com sistema Price sem prazo de caréncia] . . . . . ... ... ... ... 18
2.2 Empréstimo com Sistema Price com prazo de carencial . . . . . .. ..o 19
2.3 Sistema de Amortizacao Constante] . . . . . . . . . .. Lo o 26
2.4 Sistema SAC com prazo de carencial . . . . . . .. ... L e 26
2.5 Sistema SAA Sem prazo de carencial . . . . ... .. L e e e e e 30
2.6 Sistema SAA com prazo de carencia M. . . . . ... o Lo 30




Lista de Tabelas




Capitulo 1

INTRODUCAO

Na Antiguidade, ja existiam registros de préaticas relacionadas as operacoes financeiras, especialmente
aquelas envolvendo a cobranga de juros, pratica que durante muito tempo foi moralmente condenada pela
religiao crista. Com o passar dos séculos, essas operagoes passaram por um processo de aperfeicoamento,
resultando na sofisticagdo das ferramentas financeiras e na melhor organizacao das atividades comerciais.
Entre os setores que mais evoluiram nesse contexto destaca-se o setor bancario, principalmente no que se
refere as operacoes de empréstimos e financiamentos.

Como toda atividade econdmica, as operagoes financeiras de crédito tém como finalidade a obtencao
de lucros por parte das institui¢oes financeiras, ao mesmo tempo em que buscam atender as necessidades
financeiras de seus clientes. Entretanto, um dos principais fatores que tornam os empréstimos menos atrativos
sao os elevados encargos financeiros incidentes nessas operacoes, sobretudo as taxas de juros. Nesse contexto,
surge o seguinte questionamento: como tornar as operagoes de empréstimos e financiamentos simultaneamente
atrativas para os clientes e lucrativas para as instituigoes financeiras?

Uma das ferramentas desenvolvidas para responder a essa questao foi a criagao dos sistemas de amor-
tizagao. Esses sistemas tém como objetivo organizar e facilitar o pagamento das dividas, permitindo que as
instituicoes financeiras obtenham rentabilidade e, ao mesmo tempo, oferecendo condicoes de pagamento mais
acessiveis aos clientes.

Mas como funciona a amortizacao de um empréstimo? O termo “amortizacao”, derivado do verbo
“amortizar”, significa “fazer uma divida diminuir gradativamente”. Em termos financeiros, a amortizagao
corresponde ao processo de reducao do saldo devedor ao longo do tempo por meio do pagamento periédico
de prestagoes. Popularmente, muitas pessoas associam a amortizacao ao pagamento antecipado de parcelas,
pratica que possibilita a redugao do valor total da divida devido & diminuicao dos juros futuros. Embora
nem todos reconhegam esse procedimento como um tipo de amortizacao, ele contribui significativamente para
tornar os empréstimos mais atrativos.

Segundo Assad, os sistemas de amortizagdo de empréstimos e financiamentos tratam, essencialmente,
da forma pela qual o principal da divida e os encargos financeiros sao restituidos ao credor. Do ponto de
vista matematico, esses sistemas constituem ferramentas importantes, cuja fundamentagao tedrica permite
deduzir férmulas e resultados que auxiliam tanto instituices financeiras quanto clientes durante as operagoes

de crédito.

Atualmente, em razao dos avangos tecnoldgicos, os calculos relacionados aos sistemas de amortizacao

sdo realizados por softwares e aplicativos capazes de fornecer instantaneamente diversos resultados associados
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a operagoes de empréstimos e financiamentos. Consequentemente, grande parte dos clientes desconhece os
diferentes tipos de amortizagao, o comportamento de suas varidveis e, em muitos casos, qual sistema é
mais adequado para determinada operacao financeira. Além disso, outro fator que dificulta a disseminacao
desse conhecimento é a pouca abordagem do tema na educagao bésica. A Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), por meio da habilidade EM13MAT303, estabelece que, ao final do ensino médio, o estudante seja
capaz de resolver problemas envolvendo juros simples e compostos. No entanto, os contetidos relacionados
aos sistemas de amortizagdo nao sao aprofundados de maneira suficiente para proporcionar aos jovens uma
compreensao adequada de sua importancia pratica.

Com o objetivo de introduzir esses conteudos, este trabalho apresentara nocoes sobre os principais
sistemas de amortizagao utilizados em operagoes financeiras: o Sistema Price, o Sistema de Amortizacao
Constante (SAC) e o Sistema de Amortizacdo Americano (SAA). Inicialmente, serd apresentado um breve
contexto histérico acerca da criagao desses sistemas, bem como os conceitos mateméaticos necessarios para a
compreensao da teoria envolvida.

No Capitulo 2, serd desenvolvida a teoria referente aos trés sistemas de amortizacdo mencionados
anteriormente, dividindo-se o capitulo em trés secoes. Ao final de cada secdo, serd utilizado o respectivo
sistema para resolver o seguinte problema:

Problema 1
“Joao deseja comprar um automdvel no valor de R$ 150.000,00. Sabendo que ele possui apenas R$ 50.000,00
e que o banco ofereceu um financiamento de R$ 100.000,00, a uma taxa de 2% ao més, a ser pago em 48
meses, determine o valor das prestagoes, o juro, a amortizacao e o custo total do veiculo em cada sistema de
amortizacao.”

Por fim, com base na teoria apresentada e nos resultados obtidos na resolucao do problema proposto,
serd realizada uma andlise comparativa entre os trés sistemas de amortizagao estudados, a fim de verificar

qual deles apresenta as condigOes mais vantajosas para Joao na contratagao do financiamento.

1 Contexto Histdérico

O contexto histérico de empréstimos e financiamentos acompanha a prépria evolugao das sociedades
humanas. A ideia de “pegar algo agora e pagar depois” existe hd milhares de anos, mas foi mudando conforme
a economia, a politica e a tecnologia avangaram.

Na antiguidade, mais precisamente na Mesopotamia, ja existiam leis que estabeleciam regras que
normatizava o pagamento de juros por empréstimos de graos entre agricultores. Segundo Emanuel Bouzon,

em O Cédigo de Hamurabi,

§ 49

”Se um awilum tomou (emprestada) prata de um mercador e deu ao mercador um campo
preparado para a cevada ou para o sésamo e disse-lhe: “cultiva o campo, a cevada ou o
sésamo, que foi produzido, recolhe e leva”; se um agricultor produziu no campo cevada
ou sésamo, no tempo da colheita, o proprietario do campo tomara a cevada ou o sésamo,
que foi produzido no campo, e dard ao mercador a cevada, correspondente & prata que

ele tomou emprestada do mercador, seus juros, e as despesas do cultivo.”

Segundo a lei 49, do Cédigo de Hamurabi, quando um agricutor tomava emprestado graos de cervadas,

ou uma quantidade de prata, com um determinado mercador, o respectivo agricutor deveria devolver ao
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mercador a mesma quantidade, acrescida de quantidade proporcional ao total emprestado. Isso comprova
que a existéncia operagao de empréstimos com compessagao, ja era uma pratica comum na antiguidade.

As praticas do modelo de empréstimos ja existente na antiguidade se pertuaram na idade média,
mesmo com a populagdo sob a esfera de influéncia da Igreja Catdlica, que por acaso condenava a pratica
dos empréstimos com compensagoes. A igreja catélica chamava essa pratica de "usiria”’e os praticantes de
”usurarius” que nas palavras do historiador francés Jacques Le Goff, os usurarios sao ladroes, pois vendedores
de tempo que nao lhes pertencem (Le Goff, 1988).

A forte influencia da igreja limitava operacgoes de empréstimos formais. Basicamente, as operacoes
eram dominadas pelos cambistas (camponeses medievais), que operavam em feiras e mercados, trocando uma
mirfade de moedas de diversas origens e valores. Essa fungao primordial, embora vital para o comércio inter-
regional, refletia a auséncia de um sistema monetéario unificado e dependia fortemente da expertise individual
na avaliagdo da pureza e aceitacdo de cada moeda (CIPOLLA, 1993).

Todavia a dificuldade imposta pela igreja catdlica nao impediu o desenvolvimento de operagoes de
emprestimos com compensagoes, que posteriormete ficaria conhecido como ”agiotagem”. Mesmo sob o con-
trole social e politico da Igreja Catdlica, houve uma evolugao nas operacoes de emprétimos. A familia médici
foi a pioneira na utilizacao formal dessas praticas através de instui¢oes finaceiras localizadas nas principais
cidades da época, como em Roma, Veneza, Milao, Genebra, Bruges, Londres e Lyon. Embora a troca de
informacao nao fosse instantanea, essas isntituigoes eram interligadas de modo a facilitar as operagoes finacei-
ras. Essa estrutura permitia a movimentacao eficiente de fundos e a gestdo de transacdes complexas através
de instrumentos como as letras de cambio (BRAUDEL, 1982).

Com o pioneirismo da familia médice e a formalizacao das praticas de emprestimos por instituigoes
finaceiras, buscou se a evolugao destas operagoes de modo que tornasse-as atrativas para os clientes e lucrativas
para as instuicoes finaceiras. Uma das alternativas criadas a época permitia operagoes de empréstimos com
taxa de juros e possibilidade de amortizar o valor devido no decorrer da vigéncia do prazo de pagamento.
Um dos primeiros métodos de amortizagao conhecido foi o Sistema Price.

O Sistema de Amortizacao Price, também chamado de Sistema Francés, surgiu em meados do século
XVIII, periodo marcado por transformacoes economicas e intelectuais na Europa. A Inglaterra vivia o inicio
da Revolucao Industrial, um periodo de grande efervescéncia economica, cientifica e social, que também incluia
o nascimento do capitalismo e a luta por ideais democraticos. Foi nesse contexto histérico de desenvolvimento
que o matematico e atudrio galés Richard Price desenvolveu o Sistema de Amortizagdo Price. Os seus
conhecimentos matematicos e econémicos sobre juros compostos, anuidades e calculos atuariais forneceram a
base tedrica para a criagao de um método de pagamento com prestacoes constantes ao longo do tempo. Em
uma época em que o crédito ainda era pouco padronizado e frequentemente baseado em acordos informais, os
avancos matematicos de Price representaram um salto significativo na formalizacdo das operagoes financeiras.
A consolidacdo de técnicas de cédlculo financeiro ocorreu paralelamente ao fortalecimento das instituicoes
bancérias e seguradoras, que buscavam modelos mais seguros e previsiveis para concessao de crédito em um

ambiente econémico cada vez mais dinamico.

Richard Price (1723 — 1791) foi um ministro religioso e filésofo galés que, ao aplicar conhecimentos
de probabilidade e demografia a problemas préticos de seguros e pensoes, desenvolveu o método matematico
que originou o Sistema de Amortizagao Price. Em 1771, Price publicou a obra ” Observations on Reversio-
nary Payments”, (Observagoes sobre Pagamentos Reversiveis), na qual apresentou a férmula para calcular

pagamentos periédicos e fixos (anuidades) capazes de liquidar uma divida inicial somada aos juros que se
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Figura 1.1: Retrato de Richard Price, por Benjamin West

Fonte: Wikipedia.

acumulam periodo a periodo, ou seja, juros compostos. Essa férmula é a base do sistema que hoje leva seu
nome, caracterizado por prestacoes constantes ao longo do financiamento.

Embora tenha sido criado por um inglés, o método de Price foi aprimorado e amplamente difundido
na Franca no século XIX. Por essa razao, ele é também passou a ser amplamente conhecido como Sistema
Francés de Amortizagao.

A criagao do Sistema Price esta diretamente ligada as necessidades econémicas e sociais que emergiam
no contexto pré-industrial. O crescimento do comércio, o aumento das transacoes financeiras e a expansao
das atividades produtivas exigiam mecanismos mais eficientes de financiamento. Até entdo, os empréstimos
eram marcados por grande incerteza, com formas de cobranga pouco uniformes e alto risco para credores e
devedores. A auséncia de um método padronizado dificultava o planejamento financeiro e limitava a expansao
do crédito.

A previsibilidade das prestagoes fixas oferecida pelo sistema facilitou o planejamento financeiro de em-
presarios e investidores, permitindo que assumissem compromissos de financiamento com maior seguranga.
Além disso, o modelo contribuiu para fortalecer o sistema bancario, que passou a operar com maior padro-
nizacao e menor risco, ampliando a oferta de crédito para diferentes setores da economia. Essa expansao
do crédito foi fundamental para sustentar o ritmo acelerado de inovagao tecnolégica e crescimento produtivo
caracteristico da Revolugao Industrial.

Assim como o sistema Price, O Sistema de Amortizagdo Constante (SAC) tem suas origens associadas
ao desenvolvimento das atividades bancarias e financeiras ocorrido na Europa entre os séculos XVIII e XIX,
periodo marcado pela expansao do comércio, pelo fortalecimento do capitalismo industrial e pelo crescimento
das instituicoes de crédito. Embora nao exista um tunico criador oficialmente reconhecido do Sistema de
Amortizacao Constante, sua formulacao estd relacionada a evolugao da Matematica Financeira focada nas
praticas bancarias modernas. Com esse cenario de desenvolvimento rapido, urgéncia de demanda e a falta
de organizacao bancéaria impulsionou-se a utilizacao de diversos sistemas de amortizacao, incluindo o SAC,
ganharam importancia e passaram a ser utilizados em larga escala.

No Brasil, o contexto histérico do Sistema de Amortizagao Constante estd diretamente relacionado

ao processo de urbanizacao e modernizagao econémica ocorrido ao longo do século XX. Entre as décadas de
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1940 e 1960, o pais passou por intenso crescimento urbano e industrial, impulsionado pela migracao popu-
lacional para os grandes centros urbanos. Esse processo elevou significativamente a demanda por habitacao
e ampliou a necessidade de financiamento imobiliario. Segundo Lachtermacher e Faro, quando fianciamento
esta sujeito a taxa de juro simples se torna um sistema mais vantajoso que o sistemas Price na obtengao de
finaciamentos imobilidrios, pois neste sistema o juro incidido sobre o saldo devedor é menor sistema Price.
Consequentemente, é um sistema mais utilizado.

Um outro sistema de amortizacao que foi criado e é utilizado até hoje em operagoes finaceiras é o
Sistema de Amortizagdo Americano . O Sistema de Amortizagdo Americano, abreviado por (SAA), tem suas
raizes na evolucao do mercado financeiro dos Estados Unidos, precisamente este método ganhou notoriedade
na década de 1980. Sua origem estd intrinsecamente ligada ao desenvolvimento do sistema de securitizagao
de recebiveis, um mecanismo financeiro que foi crucial para resolver a grave crise do financiamento imobilidrio
na época.

Para enfrentar a crise, o governo norte-americano criou grandes empresas patrocinadas pelo governo
(GSEs), como a Fannie Mae (Federal National Mortgage Association) e a Freddie Mac (Federal Home Loan
Mortgage Corporation). A Fannie Mae foi criada em 1938, mas foi na década de 1980 que seu papel se
expandiu dramaticamente. A Freddie Mac, por sua vez, foi criada em 1970. Essas empresas tinham (e ainda
tém) a missdo de fornecer liquidez, estabilidade e acessibilidade ao mercado de hipotecas. Mais precisamente,
o governo, através da Fannie Mae e da Freddie Mac, passou a comprar esses créditos imobilidrios (as hipotecas)
dos bancos originais. Em seguida, essas empresas agrupavam os créditos adquiridos e os utilizavam como
lastro para emitir novos titulos no mercado financeiro, os chamados titulos lastreados em hipotecas (Mortgage-
Backed Securities, ou MBS). Esses titulos eram vendidos a investidores institucionais, como fundos de pensao
e seguradoras, que forneciam o dinheiro. Com o dinheiro obtido, a Fannie Mae e a Freddie Mac compravam
mais créditos dos bancos, fechando o ciclo e aumentando a liquidez do sistema.

Em busca de maior liquidez para enfrentar periodos de instabilidade econémica, foi desenvolvido o
Sistema de Amortizagdo Americano (SAA). A principal caracteristica desse sistema consiste em proporcionar
ao tomador do empréstimo maior disponibilidade de capital ao longo da vigéncia do contrato, uma vez que a
amortizacao do principal ocorre integralmente apenas na ultima prestacao. Durante os periodos anteriores,
o devedor realiza somente o pagamento dos juros incidentes sobre o saldo devedor, mantendo inalterado o

valor da divida principal até o vencimento final da operacao.
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2 Nogoes Preliminares

A nocao de amortizagao de finaciamentos ou empréstimos tem como base os conceitos de matematica
finaceira, como por exemplo, juros, parcelas, Valores futuro e Valores presentes e etc. Por isso, para intuir
o leitor deste texto, apresentaremos as nogoes necessarias de matemaética finaceira, bem como a teoria ma-
tematica que justifica as formulas e resultados. Iniciaremos apresentando os conceitos gerais de sequéncia de
numeros reais, e em seguida apresentar os conceitos de Progressao Geométrica. Vale ressaltar que a férmula
para calcular o valor de uma prestagdo no Sistema de Amortizacao tem como base a teoria de sequéncias.

Apés apresentar os conceitos de sequéncias, e em particular, o conceitos de Progressao Geométrica,

introduziremos os conceitos de matematica finaceira, dando énfase nos conceitos de série de pagamentos.

2.1 Nogoes Gerais de Sequéncias Numericas

As férmulas que descrevem parcelas de finaciamentos e Sequéncias(Séries) Uniformes de pagamentos
sao deduzidas via noc¢do de sequéncias de ntimeros reais conhecidas como Progressao Geométrica (PG), pois
os pagamentos em uma determinada operagao fincanceira é modelado como uma funcao cujo o dominio é
conjunto dos nimeros naturais e o contradominio é o conjunto dos numéros reais, onde os elementos do
dominio é o periodo(tempo) de vigéncia do empréstimo, e como é de conhecimento geral, este tipo de fungao
é conhecida como sequéncias de ntimeros reais. Por isso, objetivando auxiliar a leitura e o entendimento do

texto, apresentaremos alguns conceitos gerais de sequéncias de nimeros reais.

Definigao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcdo a : N — R, que associa a cada nimero

natural 1 um numero real an , chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Observagao 2.1. As sequéncias de niumeros reais sao denotadas por (an)nen, (an), ou (a1, dz, ..., An,...).

Como as fungoes podem ser classificadas como Funcgao injetiva, sobrejetiva ou mesmo fungao bijetiva,
entao, pela Definicao se a sequéncia (an)n> ¢ em particular uma fungao injetiva, diz se que (an)n>1 ¢
uma sequéncia de termo dois-a-dois distintos.

Por outro lado, considerando a sequéncia a : N — R como uma fun¢ao, entdo o conjunto imagem
desta fungao recebe um nome especial, ele se chama dos termos de uma sequéncia (an)n>1, € ¢ definido por
a:N+—— R, isto é,

a(N) :{ala a27 (137 ) an}-

Além disso, pela nogdo de construgdo do conjunto dos numeros reais, por Cortes de Dedekind ou
Sequéncia de Cauchy, observa-se que o conjunto R é munido de uma relagdo de ordem <, entao é razoavel
supor que sob determinadas condigoes, o conjunto a(N) C R também pode admitir uma relacdo de ordem
induzida pelo conjunto R. Por isso, pode-se concluir que sob deteminadas hipéGteses, as sequéncia (an)n>1

podem ser classificadas como sequéncia crescente, decrescente ou alternada.

Definigao 2.2. Seja (an)n>1 uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (Gn)n>1 € uma Sequéncia
crescente quando an < Any1, para todo n € N. Analogamente, diz-se que (an)n>1 € uma sequéncia crescente

quando ay, = an41, para todo n € N.

O principal objeto de estudo da teoria de sequéncia é a nogao de limites. Este conceito tem como
aplicacao matematica teoria topoldgicas da reta real, bem como a teoria de limites de funcgoes reais e conti-

nuidade de funcgoes reais.
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Definicao 2.3. Limite de Sequéncias
Seja (an)n>1 uma sequéncia de nimeros reais. Diz-se que o nidmero real a é limite da sequéncia

(an)n>1 e escreve

a= lim a,, ou a=lima,, ou a=Ilimay,,
n—-+oo n

quando dado € > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um ng € N tal que |a, — a| < €, sempre que

n > nyg.

Com a nogao de limite de sequéncia pode se expandir esse campo de estudo, ou seja, aplicar a nogao
de convergéncia de sequencia na investigagao e solubilidade de alguns problemas matemaéticos. Dentre esses
problemas, pode-se destacar o seguinte problema:

Dado uma sequéncia de nimeros reais (an)n>1, gostariamos de determinar a soma
ai+ax+...+an+...= (1.1)

Resolver a equagao (|1.1]) significa determinar a soma dos termos da sequéncia (an)n>1. Para tanto,

deve-se proceder da seguinte forma: Defina a sequéncia (sn)n>1 dada por
n
sn:al—i—ag—i—...—i—an:Zai,
i=1

e em seguida, estude a sua convergéncia. Assim, se a sequéncia (sn)n>1 € convergente, entdo a soma dada

em ([1.1]) se aproxima de um nimero real, e neste caso é dada por:

n

o0
a1+ag+...+an+...:n£r£wsn:nEIEmZai:Zan (1.2)
i=1 i=1

O processo descrito anteriormente, isto é, a evaluagdo da soma infinita dos termos de (an)n>1, descrita na
Equacao , é conhecida como teoria de séries infinitas.
Quando a sequéncia (sn)n>1, dizemos que a série infinita é uma série divergente. No nosso texto,

apresentaremos apenas exemplos de séries convergentes.

2.2 Progressao Geométricas

Na Secio

estamos interessados em estudar um tipo especial de sequéncia, onde cada termo desta sequéncia é obtido

apresentamos alguns conceitos gerais de sequéncias de numeros reais. Entretando,

através do produto entre o termo antecessor e um constante. Essas sequéncias sao conhecidas como Progressao

Geométricas (PG). Nesta secao, apresentaremos as nogoes e propriedades deste tipo de sequéncia.

Definigao 2.4. Progressio Geométrica

Chama-se Progressio Geométrica uma sequéncia (an)n>1 dada pela sequinte férmula de recorréncia:

a=a

an =Tan—1,

para todon € N, com n > 2.
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Em outros termos, uma Progressao Geométrica é uma sequéncia onde cada termo, a partir do segundo
termo, é obtido através através do produto do termo anterior por uma constante T qualquer. A constante 1

chama-se razao da Progressao Geométrica (an)n>1-

Observagao 2.2. A razao de uma Progressao Geométrica (an)nen € obtida através da razdo entre o n—ésimo
e (n — 1)-ésimo termo da sequéncia (an)nen, isto €, a constante q € a razdo da Progressio Geométrica

(an)nen, quando
an

q:

an—1
Observagao 2.3. Quando nos referirmos a uma Progressao Geométrica, iremos utilizar apenas a abreviatura

(P.G).

Exemplo 2.1. A sequéncia (1,2,4,...,2™,...) é uma Progressio Geométrica de razio q = 2, pois = 23—21

As (P. G) pode ser classificadas de acordo com o valor da razéo, ou mesmo, de acordo coma natureza

dos seus elementos.
Proposicao 2.1. Seja (an)n>1 uma (P.G), de razio q, entio as sequintes afirmagées sGo verdadeiras:
1. A sequéncia (an)n>1 € uma (P.G) crescente, se satisfaz uma das afirmagées:

i) an >0, para todom > 1, e q > 1.
nz=

it) an <0, para todo l,e0<qg<l1.
2. A sequéncia (an)n>1 € uma (P.G) decrescente, se satisfaz uma das afirmagoes:

i) an >0, para todon >1, e0< q< 1.

it) an <0, para todom > 1, e 1 < q.
Demonstragdo. Consulte [9]. O

Usando o argumento de Indugao Finita e a Defini¢ao 2.4 para obter uma férmula para o n-ésimo termo
da (P.G).
Proposicao 2.2. Seja (an)n>1 uma (P.G), de razio q, entio
n—1

an =aq

Demonstragdo. Consulte [9] O

Assim como no estudo de um sequéncia arbitrdria, o ponto chave da teoria de PG é determinar a
soma de seus termos. Por isso, iremos proceder como em (|1.1]), isto é, dado uma (an)n>1 uma PG de razao

g # 1, como na Deﬁnigéo tem-se que a soma dos primeiros termo de (an)n>1 ¢ dada por
n
sn:al—i—ag—f—...—i—an:Zai. (1.3)
i=1
Por outro lado, ao multiplicarmos a igualdade (|1.3)), obtemos a seguinte igualdade:

gsn=qar+az+...+an) =) qai=) ai. (1.4)
i=1 i=1
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Subtraindo as igualdades (1.3)) e (1.4)),

n n
(@=Dsn=) ai1—) a
i=1 i=1
=a—a™h (1.5)

Portanto, a soma dos n primeiros termos da PG (an)n>1 é dada

a; — Qn+1
1—q

Sn =

Mais precisamente, fica provado o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja (an)n>1 uma PG de razdo q # 1. Entdo, a soma dos n termos da PG € dado por

oo = St (L7)

Pela Proposigao (2.2)), a identidade (|1.7)) pode ser definda em funcdo do primeiro termo e da razio da

PG (an)n>1, ou seja,
B a;(l1—q")
Sp = T—q (1.8)

Agora, se quisermos determinar a soma dos infinitos termos da PG (an)n>1 € suficiente calcular o
limite da sequéncia (sn)n>1 dada em (|1.8)), isto é,

a;(1—q™
a;t+ay+...+an+...= lim s, = lim M
n—-+oo n—+oo 1—

(1.9)

Portanto, para q € R, com |q| < 1, tem-se

lim al(l—q“): il .
n—+oo 1—q 1—q

Isto implica que a sequéncia (sn)n>1 converge, e como consequéncia o limite de (sn)n>1 é o valor da soma

dos infintos termo de (an)n>1-

2.3 Nocgoes de Matematica Financeira

Os sistemas de amortizagao que serao estudados nesse texto possuem caracteristicas préprias, como
o parcelamento, fluxo de caixa e valor futuro. Por isso, nesta se¢do, iremos introduzir alguns conceitos de
matematica finaceira que sao ultilizado para definir e caracterizar estes sistemas. Iniciaremos apresentando

os conceitos de taxa de juro, Valor presente (PV), Valor Futuro (FV).

Definicao 2.5. O juro (J) é o pagamento (ou recebimento) pelo uso de um valor monetdrio por um deter-

minado periodo de tempo.

O juro pode ser compreendido como sendo custo do crédito ou remuneracao do capital aplicado.

Informalmente, o juro pode ser entendido como o custo do dinheiro.

Definigao 2.6. O Valor Presente (PV) ou Capital Inicial é o valor monetdrio que serve de base para o

cdlculo dos juros.
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A abreviatura do nome Valor Presente (PV) vem da sua tradugdo em lingua inglesa, Present Value.
A partir de agora, quando nos referimos a  Valor Presente, iremos escrever a abreviatura (PV).

A partir da nocdo de (PV), pode-se definir a taxa de juro.

Definigao 2.7. A taza de juro i € o coefciente obtido da relagdo dos juros (J) com o capital (PV), que pode

ser representado em forma percentual ou unitdria (decimal), isto é:

i= J . (1.10
PV )
Nas taxas de juros, deve-se ter uma parte numérica para um referido periodo de tempo. Por isso,
quando de trata em aplicacao de taxa de juros ao més, ou ano, ou ao bimestre, ou ao semestre, ou ao dia, ou

ao trimestre pode ser abreviado da seguinte forma:

Tabela 1.1: Abreviaturas

Por extenso | Abreviada
ao dia a.d.
a0 mes a.m.
ao bimestre a.bim.
ao trimestre a.trim.
ao semestre a.s.
a0 ano a.a.

Fonte: Tabela elaborada pelo autor (2026)

Definigao 2.8. Prazo ou Periodos (n) € o tempo necessdrio que um certo capital, aplicado a uma taza de

juros necessita para produzir um montante.

Geralmente, nas operagoes financeiras utiliza-se o més e o ano comercial, cujos nimeros de dias sao de
30 e 360, respectivamente e o juro assim calculado é chamado de juro comercial e a contagem dos dias para
cobranca ou pagamento dos juros deve ser feita de forma exata. Normalmente, em uma operacao finaceira,

nos referimos a este intervalo de tempo como sendo o periodo de vigéncia da operacgao.

Definigao 2.9. O Montante ou Valor Futuro (FV) é a soma do capital com o juro do periodo nas operacoes
com valores unicos, ou o valor acumulado resultante de uma série de pagamentos , tais como o0s planos de

capitalizacao.

Ao falarmos de capitalizagao, estamos nos referindo a agao de efetuar a aplicagao de um capital a uma
certa taxa de juro por um determinado periodo de tempo. Ao final deste periodo de tempo, o Valor futuro
poderd ser calculado de duas formas: capitalizagdo simples (ou juros simples) e capitalizagdo composta (ou
juros compostos).

No regime de capitalizacao simples, o juro | dado em cada periodo é sempre igual, e é definido pelo
produto do valor presente (PV) pela taxa de juro i. Por outro lado, pelo regime de capitalizacdo composta,
o juro J varia com o tempo.

Considere o valor presente (PV) aplicado a uma taxa de juro i, pelo um periodo n . Pelo regime de

capitalizacdo simples, o valor futuro (FV) é dado pela soma dos juros aplicado nos n periodos, ou seja,

FV=PV.-i+PV.-i+...4+PV-i=PV.i.n. (1.11)

n—vezes
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Por outro lado, pelo regime de capitalizagao composta, o valor futuro no primeiro periodo é dado pela

soma do valor presente (PV) com o produto do valor presente (PV) pela taxa de juro i, ou seja,
PVi =PV +PV-i=PV.(1+1). (1.12)

Analogamente, o valor presente no segundo periodo (PV3) pela soma do valor presente no primeiro periodo

com o produto do valor presente (PV7) pela taxa de juro i, ou seja,
PVy =PV; +PVy -1 =PV (1 +1). (1.13)
Por , o valor presente (PV3) é dado por
PVo =PV, - (14+i)=PV-(1+1)(1+1i) =PV (1+1)? (1.14)
Prosseguindo com o mesmo raciocinio, define se o valor futuro no terceiro periodo por
PVs =PV, - (1 +1) =PV-(1+1)3 (1.15)

Assim, pode-se deduzir que o valor futuro (FV) do capital aplicado com a taxa de juro i, ao longo dos n
periodos, é dado por
FV =PV(1+1i)™. (1.16)

Assim, quando se efetua uma operacao com taxa de juro composto, o valor futuro da operagao é dada

pela Férmula (1.16)).

2.4 Financiamentos e Empréstimos

O ponto central de estudo deste texto é a apresentagdo de alguns sistemas de amortizagao, e a partir
das nogoes apresentadas, explicitar a anélise de qual tipo de amortizagao é mais eficiente para cada tipo de
operacao finaceira. Mais precisamente, estudaremos quais tipos de amortizagao poderao ser mais eficiente
em uma operagao de finaciamento ou empréstimo. Por isso, apresentaremos algumas informacoes sobre os

tipos de financiamentos e empréstimos.

Definigao 2.10. Conceitualmente uma operag¢do de crédito é um contrato realizado entre duas partes, na
qual um consumidor, denominado tomador ou devedor (pessoa fisica ou pessoa juridica), e um credor, cele-
bram uma transa¢ao na qual o credor coloca a disposi¢cao do tomador ou devedor um montante de recursos
financeiros, que deverd ser devolvido em wum prazo determinado acrescido de um rendimento denominado
juros (ZANINI, 2020).

O Finaciamento é um tipo de operacao finaceira. Mais precisamente, o Finaciamento é uma operacao
em que uma instituicdo financeira fornece crédito para a compra de um bem ou servigo, como um imével,
veiculo ou investimento empresarial, e o cliente devolve esse valor em parcelas mensais, com juros e encargos
definidos nos termos do contrato.

Por outro lado, o empréstimos é uma operagao finaceira onde a instituicao finaceira fornece créditos
que poderao ser utilizados sem uma vinculagao especifica.

Os finaciametos poderao ser classificados:

e Financiamento Imobilidrio;
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e Financiamento Estudantil;
e Financiamento Veicular;
e Financiamento Empresarial;

e Finaciamento Pessoal ou Consignado.

Com diversidade de operagoes finaceiras ainda pode haver outros tipos de finaciamentos que nao estao
incluidos naqueles listados anteriores. Uma caracteristica predominante nas operagoes de financiamento é

um custo para obtencao deste tipo créditos.

Definicao 2.11. Custo Efetivo Total (CET) corresponde a todos os encargos e despesas incidentes nas
operacoes de crédito e de arrendamento mercantil financeiro, contratadas ou ofertadas a pessoas fisicas ou

pessoas juridicas.

Para facilitar a obtencao deste tipo de financiamento, as institui¢oes financeiras dividem o (CET)
das operagoes de financiamento em parcelas iguais, por um periodo de tempo n. Entretanto, a medida em
que o intevalo de tempo aumenta, o (CET) é dividido em uma grande quantidade de parcelas. Por isso,
dependendo das cicunstancias econémicas presentes, as instituigoes financeiras poderao ter prejuizos. Para
compensar os possiveis prejuizos e claro, obter lucros, essas operagoes sao realizadas aplicando uma taxa de
juro composto.

Normalmente, o (CET) de um financiamento é dividido em parcelas cujo o valor é igual. FEsse
procedimento é conhecido como Série Uniforme de Pagamentos. A Na préxima subsecdo, iremos intoduzir

estas nogoes.

2.5 Séries de Pagamentos

Em geral, quando se realiza uma operacao de emprestimo o capital, a instiutuicao devera receber o
capital emprestado de uma sé vez (pagamento & vista) ou em através de uma sucessao de pagamentos. Como
ja mencionado, esse processo é conhecido como Série de Pagamentos.

As séries de pagamentos podem ser classificadas quanto ao periodo, periédicidade, ao prazo, valor dos

termos e momento dos pagamentos.

Definicao 2.12. Chama-se série uniforme de pagamentos uma série de "n”pagamentos (ou recebimentos)

1guais e sucessivos. caso contrdrio, dizemos que a série de pagamentos € ndao-uniforme.

Na série Uniforme de pagamentos, o primeiro pagamento (recebimento) ocorre no final do perfodo 1 e

o tultimo no final do periodo "n”.

Definicao 2.13. Séries de Pagamentos Periddicas sao aquelas que os pagamentos ocorrem em intervalos
de tempo iguais.Caso contrdrio, a série de pagamentos se chama Séries Uniforme de Pagamentos Nao-

Periddicas.

Definicao 2.14. Séries de Pagamentos Tempordrias sao aquelas que possuem durac¢do limitada ou finitas,
ou seja, 0s pagamentos sao realizadas em periodo determinado de tempo. Caso contrdrio, dizemos que a série

de pagamento € infinita.

A maioria dos empréstimos sao realizados através de série de pagamentos temporarios, onde o prazo
de pagamento é uma quantidade de meses muiltiplo de 12.

As série de pagamentos também podem ser classificadas quanto ao vencimento do primeiro pagamento.
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Definicao 2.15. Chama-se Série de Pagamentos Imediata quando o primeiro pagamento ocorre exatamente

no primeiro periodo da série.

Por outro lado, quando o primeiro pagamento nao ocorre no primeiro periodo da série, ou seja, ocorrera

em periodo subsequentes, diremos que a série de pagamento é uma série de pagamento deferida.

Quanto ao momento dos pagamento, pode-se ainda classificar a série de pagamento como antecipada

ou postecipada.

Definigao 2.16. Chama-se série de pagamento antecipada aquelas em que o primeiro pagamento ocorre no

momento ”0”da série de pagamento.

Por outro lado, quando o primeiro pagamento ocorre apenas apds o negocio, diremos que esta série de

pagamentos é umas série postecipada.

Na maioria das operagoes financeiras do tipo empréstimo ou capitalizagao, o valor investido ou o valor
a ser pago é dividido em quantidades iguais, por um determinado periodo de tempo, populamente conhecido
como divisao em parcelas ou prestagoes. Uma prestagao é cada uma das partes em que se divide o pagamento
de uma divida ou compra a prazo. Denotaremos uma prestacao pela sigla PMT, que vem da tradugao em

inglés ” Payment” que siginifica pagamento ou recebimento.

Através de um diagrama é possivel representar a disposicao das prestacoes ou parcelas durante uma
operacao finaceira do tipo série uniforme de pagamentos. Considere uma série uniforme, simultaneamente,
temporaria, constante, imediata, postecipada e periédica, em um periodo de n meses. No diagrama abaixo
é possivel indentificar que a linha horizontal representa o prazo em quem ocorrerd o pagamento enquanto as

linhas verticais, representam a disposicao das prestacoes em cada periodo de tempo.

Diagrama 1: Série Uniforme de Pagamentos
PMT PMT PMT PMT PMT PMT

Fonte: Imagem elaborada por TA

Além disso, por meio do préprio diagrama, é possivel identificar o periodo de inicio dos pagamentos,
bem como o periodo em que a operagao serd liquidada, permitindo, assim, determinar o tipo de série de
pagamentos adotada. No Diagrama 1, também se pode observar a operagao financeira sob a perspectiva
do agente responsével pelo recebimento dos pagamentos. De maneira andloga, a mesma operacao pode ser
representada sob a perspectiva do agente responsavel pela realizacao dos pagamentos. Observe o diagrama a

seguir:
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Diagrama 2: Série Uniforme de Pagamento

PV

PMT = Prestagoes
Fonte: Imagem elaborada por IA

No Diagrama 2, o valor presente (PV) é o valor da divida constituida. Observando as caracteristicas
das opereagoes que envolvem séries de pagamentos uniforme, vamos determinar uma férmula para calcular o
valor prestacacao PMT.

De fato, suponha que uma empresa finaceira forneceu um empréstimo de um valor (PV) para uma
determinada pessoa fisica ou juridica por um periodo de n meses, aplicada a uma taxa de juro composto 1i.
Note que, o valor presente (PV) serd dividido em n prestagdes iguais, isto é, o valor presente (PV) serd a

soma dos valores das prestacdes PMT. O valor presente (PV) é dado por

PV_PMT+ PMT N PMT N _PMT
o141 (14120 (1413 T 1+
1 1 1 1
= PMT . oot
T+i A+ axr T agon
PMT
:m.[(1+i)”+(1+i)“*1+...+(1+i)+1]. (1.17)

Note que a soma em (1.17) é uma PG de razdo r = 1 +1i. Pela fémula da soma dos n primeiros termo de
uma PG dada em (|1.8)),

: . yn— , 1-(1+y"
1+ (1 I+ +. .+ 1+ + 1+ = ————
+ I+ + A+ +... +A+)" +(1+1) 0y
(1+i"—1
= - 1.1
: (1.18)
Assim, de (L.17) e (L.18),
1+im—1
PV=PMT. ————. 1.1
i- (141 (1.19)

Portanto, em uma série de pagamentos uniformes é possivel utilizar a teoria de PG’s para dertminar o valor
da prestagao do empréstimo.

Em operagoes financeiras do tipo financiamento, o valor presente (PV) é o valor financiado. Além
disso, esse tipo de série de pagamento é mais utilizadas em empréstimos cujo o sistema de amortizacao usado

é o Sistema Price.

Definigao 2.17. Uma série de pagamentos decrescentes (ou gradiente decrescente) € um formato de quitagdo

de dividas onde o valor das parcelas diminui progressivamente ao longo do tempo
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Esse tipo de série de pagamentos é amplamente utilizado em operacgoes financeiras que adotam o Sis-
tema de Amortizacao Constante (SAC) ou o Sistema de Amortizacdo Americano (SAA). O cédlculo do valor
da prestagao PMT depende diretamente da taxa de amortizagao e do saldo devedor. Assim, ao serem apre-
sentadas as nogoes referentes ao Sistema de Amortizacdo Americano e ao Sistema de Amortizacao Constante,
também serao expostas as formulas utilizadas para o cédlculo das prestagoes ou parcelas. O diagrama abaixo

representa uma série de pagamentos decrescentes.

Diagrama 3: Séries de Pagamentos Decrescentes
PV

i3 (tempo)

-—
-
-]

PMT; > PMT; > PMT3 > --- > PMT,
Fonte: Imagem elaborada por TA

Como se pode observar, a medida que o tempo t avanga, o valor das prestagoes PMT;, com i =
1,2,...,n, tende a diminuir. Consequentemente, o saldo devedor também tende a diminuir. Na préximo
capitulo, apresentaremos as fomulas para calcular a prestagdo em operacoes finaceiras do tipo série de paga-

mentos decrescentes no contexto do sistema de amortizagao americano.



Capitulo 2

Sistemas de Amortizacao

Ao longo desta segao, apresentaremos os conceitos sobre trés tipo de sistema de amortizagao: Sis-
tema de Amortizacao Price, Sistema de Amortizagdo Americano e Sistema de Amortizacdo Constante. Mais
presicamente, introduziremos as nog¢oes matematicas que sdo bases para estes métodos. Além disso, apre-
senteremos algumas representacoes graficas que drescevem o comportamento das prestagoes, saldo devedor e
amortizacao ao longo tempo. Vale ressaltar que os graficos que serao apresentados no texto sao gerados por
inteligéncia artificial.

Os sistemas de amortizagao de empréstimos ou financiamentos sao métodos utilizados por credores ou
instituicoes financeiras para recuperar o valor principal emprestado, acrescido dos encargos financeiros cor-
respondentes. Esses valores e encargos sao estabelecidos em contratos firmados entre as partes envolvidas —
instituicao financeira e cliente — com o objetivo de proporcionar retorno financeiro a instituicao e possibilitar
a obtencao de crédito por pessoas fisicas ou juridicas.

Nos contratos celebrados, define-se qual sistema de amortizacao serd aplicado a operagao financeira.
Em muitos casos, entretanto, esses contratos apresentam terminologias técnicas desconhecidas pela maioria
das pessoas. Dessa forma, antes de apresentar os trés principais sistemas de amortizacao, serao abordados

alguns conceitos fundamentais para a compreensao do tema.

Definicao 0.1. Os encargos financeiros representam os juros da operacao, caracterizando-se como custo para

o devedor e retorno do capital para o credor.

Geralmente, os encargos finaceiros podem ser pré-fixados ou pés-fixados. O que distinguem essas duas

modalidades é aplicagao da taxa de juro.

Definicao 0.2. Saldo Devedor representa o valor principal da divida, em determinado momento, apds a

dedugao do valor jd pago ao credor a titulo de amortizacao.

Como ja mencionado anteriormente, o saldo devedor pode ser dividido em diversas prestagoes, onde
os valores das respectivas prestagoes dependem diretamente do sistema de amortizagao utilizado na operagao

finaceira. Entretanto, a prestacdo pode ser definida da seguinte forma:
Prestagao = Amortizacao + Encargos Financeiros. (2.1)

Em algumas operacoes finaceiras o credor permite a postegacdo do valor principal ou mesmo a pos-

tegacao do valor da prestagao, isto é, quando o pagamento é dividido em prestagoes, o credor permite que o

17
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cliente pague a primeira prestagao apds um certo periodo posterior a celebragao do contrato. Este periodo é

conhecido como prazo de caréncia.

1 Sistema de Amortizacao Price

O Sistema de Amortizacao Price, também conhecido com sistema de Amortizacao Francés, é dos
muitos sistemas de amortizagao utilizados em mercados pelo mundo, principalmente em pais como Inglaterra e
Portugal. Na América do Sul, este sistema é amplamente adotado pelo Brasil em operacoes de financiamentos
imobilidrios e veiculares. Quando nos referirmos ao Sistema de Amortizacao Price, iremos chama-lo apenas

de ”Sistema Price”.

O Sistema Price se caracteriza pela previsibilidade no cdlculo das prestagoes, pois é entrisicamente
relacionado ao sistema de série de pagamentos uniforme. Por esse motivo, o valor da prestacao PMT perma-
nece constante durante toda a operagao finaceira. Por outro lado, uma caracterisitica particular do Sistema
Price é sobre o cédlculo dos encargos finaceiros da operagao, isto é, os juros capitados através do empréstimo

de capital.

Os juros incidem sobre o Saldo Devedor SD, isto causa um crescimento na parcela de amortizagdo. Em
outros termos, no Sitema Price os juros decrescem e as amortizacoes crescem ao longo do tempo. Entretanto,
mesmo havendo o crescimento das amortizagoes, isto nao implica em crescimento dos valores das prestagoes
PMT. O grafico abaixo explicita a evolugao da amorticacao, o decrescimento do juro e a constancia dos

valores das prestagoes em uma operagao de empréstimo sem prazo de caréncia.

Figura 2.1: Empréstimo com sistema Price sem prazo de caréncia
Sistema de Amortizacao PRICE

Exemplo ilustrativo

Caracteristicas do PRICE
—e— Saldo Devedor (SD)
/ Prestagio (PMT) constante
—e— Juros ()
=@ APrestioRo (BMT) / Juros caloulados sobre o
saldo devedor do nicio do
periodo.

Valor (R$)

V Amortizagio aumenta 2o
ongo do tempo.

Quanto maior o saldo devedor,
maior a parcela de amortizagao.

\ (mais rapido no iicio)

——  Seldo Devedor (SD) P e

Juros ()

——  Prestagao (PMT)

\ Decresce a0 longo do tempo

——— Constante

Caleulado sobre o saldo
devedior do inicio do periodo.

Valor igual em todas
as parclas.

s juros sa0 maiores no inicio
@ menores no final

Soma de juros e amortizagio
resulta em valor ixo

Exemplo: No sistema PRICE, as primeiras parcelas tém maior quantidade de juros e menor amortizagac.
' Com o tempo, os juros diminuem e a amortizago aumenta, mantendo a prestago constante.

Fonte: Imagem elaborada por A

Por outro lado, quando o empréstimo com amotizacao do tipo Price admite um prazo de caréncia
de m periodos, observa se que dentro do prazo de caréncia o cliente paga apenas os encargos finaceiros da
operacao, dai o saldo devedor permanece constante até a finalizacao do prazo de caréncia. Apds o fim do
prazo de caréncia, o comportamento das componentes da operagao financeira se assemelham aos empréstimos

sem prazo de caréncia com sistema Price. Veja o gréfico:
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Figura 2.2: Empréstimo com Sistema Price com prazo de caréncia
Sistema de Amortizagdo PRICE com Caréncia

Exemplo ilustrativo

Periodo de Caréncia Periodo de Amortizagao (PRICE)
(apenas juros) (juros + amortizago com prestago constante)

—e— Saldo Devedor (SD)

+ Saldo devedor reduzido sz bl
aolongodotempo. | —e— Prestagao (PMT)

Valor (RS)

Exemplo: Caréncia de m meses e prazo total de n meses (n > m).

Fonte: Imagem elaborada por IA
Tendo como base as nogoes de Progressoes Geométricas e Séries de Pagamentos Uniformes, apresen-

taremos as formulas matematicas que permitem descrever algebricamente o comportamento das prestagoes,

do saldo devedor e da amortizagao no Sistema Price.

Definicao 1.1. A Amortiza¢do (Amort) no Sistema Price é definido pela diferenca entre a prestagio PMT

e o Juro J, isto €,

Amort =PMT —] (2.2)

A amortizacao no primeiro periodo também pode ser calculado por uma fémula que depende da taxa

de juro i, a prestacdo PMT e o valor financiado PV, ou seja,
Amorty = PMT —PV - 1. (2.3)

Por outro, lado pela teoria de Séries de Pagamento Uniforme, a prestagdo PMT é definida pela Fémula (|1.19)),

i (14

PMT = ————
A+ —1

PV. (2.4)

Considerando que a operagao de empréstimo foi realizado em n periodo, definimos a amortizacao em um

periodo k por
Amorty, = Amort; - (1 +1)*! (2.5)

onde 1 <k<n.

Com a nocao de prestagao e amortizacao, podemos definir o saldo devedor e estabelecer uma fémula

para calcular o saldo devedor em qualquer periodo k.

Definigao 1.2. O saldo devedor SD na operacdo finaceira com Sistema Price € definido pela diferenca entre

valor devido no inicio de cada intervalo de tempo e amortizacdo naquele periodo.
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Vamos supor que a operacao financeira nao possui periodo de caréncia e que seja dividida em n
prestacoes PMT, isto é, a operagdo sera efetivada em n perfiodos. Além disso, suponha que o saldo devedor

inicial seja PV. Entao, pela Defini¢ao [1.2| o saldo devedor no primeiro periodo SD; é dado por
SD; =PV — Amorty, (2.6)

onde Amort; é amortizacao no primeiro periodo. Novamente, pela Deﬁnigéoe pela Férmula ([2.5)), o saldo

devedor no segundo periodo SD4 é dado por

SD3y = SD; — Amorts
= PV — Amort; — Amort,
= PV — Amort; — Amort; - (1 4+ 1). (2.7)

Repetindo o argumento, obteremos que
SD5 = PV — Amort; — Amort; - (1 +1) — Amort; - (14 1)2. (2.8)

Na obtencao dos saldos devedores SD1, SD5 e SD3, observamos que quando o tempo evolui, o saldo devedor

se aproxima de uma PG com razdo r = (1 +1). Logo, o saldo devedor no periodo k é dado por

SDk = SDk,1 - Amortk

=PV — Amort; — Amort; (1 +1) —... — Amort; (1 +1)*"2 — Amorty
=PV — Amort; — Amort (1 +1) — ... — Amort; (1 4+ 1) 2 — Amort, (1 + 1) !
=PV —Amort; [1+ (1+1)+...+ (1+1)*']. (2.9)
Pela Férmula (1.8),
. 1 (LR
I+ (1+1)+... +Q+)t =2 (2.10)

1

O valor financiado PV e amortizagdo no primeiro periodo Amort; podem ser definido por fémulas que

dependem da prestacao e taxa de juro i, assim o saldo devedor SDy é dado por

1+i)k—1
SDy =PV — Amortl%
ko
—pv— (PMT—pv.j B L
Sk
—pv(1 4 —pmrLEE L
I+ —1 IL+i)k—1
—pmr( LT L gy DR
(IT+in-1i i
S\n+k Sk
:PMT (1+1) '(1—1—1) 4R+
i (14+1i)m
Syn—k
_pmr Y ! (2.11)

i (T+i)nk
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Portanto, o saldo devedor em qualquer periodo é dado por

1+in—k—1
Dy = PMT LY

=3 (2.12)

Ou seja, sabendo o valor da prestacao e a taxa de juro aplicada, pode se determinar o saldo devedor em

qualquer periodo.

Os juros sao calculados sobre o saldo devedor apurado no inicio de cada periodo, o qual corresponde ao
saldo existente ao final do periodo imediatamente anterior. De forma analoga ao desenvolvimento realizado
para o saldo devedor, é possivel obter uma férmula explicita para o calculo dos juros, em funcao do saldo

devedor no periodo k e da taxa de juros i. Logo, o juro sobe o saldo devedor em um periodo k é dado por
Jk =SDy_1 -1 (2.13)

Como ja mencionado, ao se considerar uma operagao financeira no Sistema de Amortizacao Price com prazo
de caréncia m, as prestagoes permanecem constantes ao longo do periodo de amortizacao, assim como os
juros e as amortizagoes correspondentes. Dessa forma, as férmulas apresentadas em (2.5)), (2.12]) e (2.13])
permanecem validas. Contudo, a aplicagao dessas expressoes torna-se efetiva apenas apds o término do

periodo de caréncia.
Para aplicar a teoria de Sistema de Amortizacao Price, iremos solucionar o problema 1:

“Joao deseja comprar um automével no valor de R$ 150.000,00. Sabendo que ele possui apenas R$
50.000,00 e que o banco ofereceu um financiamento de R$ 100.000,00, a uma taxa de 2% ao més, a ser pago
em 48 meses, determine o valor das prestagoes, o juro, a amortizagao e o custo total do veiculo em cada

sistema de amortizacao.”

De fato, veja que o valor finaciado é PV = 100.000, a taxa de juro é i = 2% e o periodo de vigéncia

é n = 48 meses. No Sistema de Amortizagdo Price as prestacoes PMT sao todas constantes e dadas pela

Fémula ([2.1)), isto é,

i-(14+1)m™
PMT = 107 - 1F‘V. (2.14)
Aplicando aos valores do problema,
0,02 (14 0,02)%8
PMT = 110025 1 100000
1,0248
=92 s
000 1,024 —1
= 3260, 18 (2.15)

Logo, todas as 48 prestacoes sao iguais PMT = 3260, 18.

Por outro lado, o saldo devedor no inicio do empréstimo, isto é, em n = 0 é o valor a ser finaciado
PV =100.000. Dai, a amortizacdo em n = 1 é dada pela Fémula (2.16)), ou seja,

Amort; = 3260, 18 — 100000 - 0,02 = 3260, 18 — 2000 = 1260, 18. (2.16)
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Pela fémula é possivel calcular a amortizacao do empréstimo em qualquer periodo
Amorty = 1.260,18 - (1 4+1)*7! =1.260,18 - 1,02 = 1.285, 38. (2.17)
Em n = 3, a amortizagao é dada por
Amorts = Amort; - (1+0,02)>" =1.260,18 - 1,02 = 1.260, 18 - 1,0404 = 1.311, 09. (2.18)

Prosseguindo da mesma forma podemos determinar todas as amortizagdes em todos os 48 meses. Em

particular, a amortizagao em n = 48 é dado por
Amortys = Amort; - (14 0,02)* =1.260, 18 - 2,5363 = 3.196, 19 (2.19)

Conhecendo os valores das amortizagoes, podemos derteminar o juro e o saldo devedor em cada um dos 48
meses. Pela Férmula (12.6]), o saldo devedor em n =1 é dado por

SD; = PV — Amort; = 100.000 — 1.260, 18 = 98.739, 82. (2.20)

Pela Fémula (2.12) pode-se calcular o saldo devedor em qualquer periodo k, utilizando apenas o valor

da prestagao PMT e o valor da taxa de juro i. No segundo més, o saldo devedor é igual

(1+0,02)42 -1
0,02 (1+0,02)48-2

(1,02)46 —1
0,02 - (1,02)46

= 07.454,44 (2.21)

SDy = PMT

= 3260, 18

Ao proseguirmos com a plicagdo da Férmula (2.12)) determinaremos todos os saldos devedores. Em particular,

o saldo devedor no més n = 47 é dado por

(140,02)447 1

SD.47 = 3260, 18
4 720,02 (1 + 0,02)48-47

— 3260, 18202 1

N 770,02 1,02

3260,18

1,02

= 3196,55 (2.22)

Finalmente, no més n = 48 o saldo devedor é nulo. Resta apenas calcular o o juro sobre o empréstimo

durante os 48 meses. Para isso, usaremos a Férmula (2.13]). De fato, o juro em n =1
J1 = SDg -1 =100.000 - 0,02 = 2000. (2.23)
No segundo més o jurdo é dado por

Jo = SD; - 0,02 = 98.739, 82 - 0,02 = 1974, 80. (2.24)
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Ao prosseguirmos com o argumento obteremos todos os dados sobre o empréstimo tomado por Jodo. A

Tabaela [2.1] lista todos os valores das componentes do empréstimo durante todo os 48 meses.

Tabela 2.1: Tabela de amortizagao do sistema Price

Parcela | Prestagdo (R$) | Juros (R$) | Amortizacdo (R$) | Saldo Devedor (RS$)
1 3.260,18 2.000,00 1.260,18 98.739,82
2 3.260,18 1.974,80 1.285,38 97.454,44
3 3.260,18 1.949,09 1.311,09 96.143,35
4 3.260,18 1.922,87 1.337,31 94.806,04
5 3.260,18 1.896,12 1.364,06 93.441,98
6 3.260,18 1.868,84 1.391,34 92.050,64
7 3.260,18 1.841,01 1.419,17 90.631,47
8 3.260,18 1.812,63 1.447.55 89.183,92
9 3.260,18 1.783,68 1.476,50 87.707,42
10 3.260,18 1.754,15 1.506,03 86.201,39
11 3.260,18 1.724,03 1.536,15 84.665,24
12 3.260,18 1.693,30 1.566,88 83.098,36
13 3.260,18 1.661,97 1.598,21 81.500,15
14 3.260,18 1.630,00 1.630,18 79.869,97
15 3.260,18 1.597.,40 1.662,78 78.207,19
16 3.260,18 1.564,14 1.696,04 76.511,15
17 3.260,18 1.530,22 1.729,96 74.781,19
18 3.260,18 1.495,62 1.764,56 73.016,63
19 3.260,18 1.460,33 1.799.85 71.216,78
20 3.260,18 1.424,34 1.835,84 69.380,94
21 3.260,18 1.387,62 1.872,56 67.508,38
22 3.260,18 1.350,17 1.910,01 65.598,37
23 3.260,18 1.311,97 1.948,21 63.650,16
24 3.260,18 1.273,00 1.987,18 61.662,98
25 3.260,18 1.233,26 2.026,92 59.636,06
26 3.260,18 1.192,72 2.067,46 57.568,60
27 3.260,18 1.151,37 2.108,81 55.459,79
28 3.260,18 1.109,20 2.150,98 53.308,81
29 3.260,18 1.066,18 2.194,00 51.114,81
30 3.260,18 1.022,30 2.237,88 48.876,93
31 3.260,18 977,54 2.282,64 46.594,29
32 3.260,18 931,89 2.328,29 44.266,00
33 3.260,18 885,32 2.374,86 41.891,14
34 3.260,18 837,82 2.422,36 39.468,78
35 3.260,18 789,38 2.470,80 36.997,98
36 3.260,18 739,96 2.520,22 34.477,76
37 3.260,18 689,56 2.570,62 31.907,14
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38 3.260,18 638,14 2.622,04 29.285,10
39 3.260,18 585,70 2.674,48 26.610,62
40 3.260,18 532,21 2.727,97 23.882,65
41 3.260,18 477,65 2.782,53 21.100,12
42 3.260,18 422,00 2.838,18 18.261,94
43 3.260,18 365,24 2.894,94 15.367,00
44 3.260,18 307,34 2.952,84 12.414,16
45 3.260,18 248,28 3.011,90 9.402,26
46 3.260,18 188,05 3.072,13 6.330,13
47 3.260,18 126,60 3.133,58 3.196,55
48 3.260,18 63,93 3.196,25 0,00

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Como o empréstimo com sistema price tem como caracteristica prestagoes constantes, entao o custo

efetivo total é dado pela soma das prestagoes com o valor da entrada, isto é,
CeT = 50.000 + 48 - 3260, 18 = 50.000 + 156.488, 64 = 206.488, 64. (2.25)

Deste valor, a quantia de 56.488, 64 foi o juro cobrado sobre o empréstimo. Na proxima se¢do, apresentaremos

as nogoes de Sistema de Amortizacdo Constante, e com isso solucionaremos o O problema 1.

2 Sistema de Amortizacao Constante

Quando se realiza operacoes empréstimos ou finaciamento utilizando o sistema de amortizagao cons-
tante, abreviado por (SAC), observamos que estas operagoes possuem algumas caracterfsticas que a distingue
do sistema de amortizagao price. Mais precisamente, o sistema de amotizagao constante tem como princi-
pal caracteristica a amortizacao igual do valor principal em todo o periodo de vigéncia do empréstimo ou
finaciamento.

Além disso, nesta operagoes envolvendo o sistema de amortizagdo (SAC), os juros encidem sobre o
saldo devedor. Com isso, o montante do juro ou valor futuro decresce apds o pagamento de cada amor-
tizacdo. Consequentemente, pela férmula da prestacio danda em , pode-se concluir que a prestagao
tende decrescer com o tempo na forma de uma progressao aritmética.

No sistema de amortizagdo (SAC) a Amortizagao (Amort) é definida pela divisdo do valor financiado

pelo quantidade de prestacoes. Mais precisamente,
PV
Amort = o (2.26)

onde PV é o valor do financiamento e n nimero de prestagoes.

Como a amortizacao é constante em todo o periodo de vigéncia do empréstimo ou finaciamento, tem-se

PV
— = Amort; = Amorty = ... = Amort,, (2.27)
n

onde Amortq, Amorts, ..., Amort,, sdo as amortizacées em cada periodo. Dai, pode se concluir que

PV = Amort; + Amorts + ...+ Amorty,. (2.28)
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Portanto, o valor finaciando PV ¢ igual a soma dos valores das amortizagoes no periodo.

O saldo devedor pode ser deduzido a partir da equagao 7 isto é, sendo Amort; no primeiro periodo,
tem-se que o saldo devedor no primeiro periodo é dado por SD; = PV — Amort;. Analogamente, sabendo que
Amorts é amortizagdo do valor financiando PV no segundo periodo e SD; é valor devido no financiamento,
tem-se que que o saldo devedor no segundo periodo é definido por SDy = SD; — Amorts. Proseguindo com

0 mesmo argumento, tem-se o saldo devedor no n-ésimo periodo é definido por SD,;, = SDy_1 — Amorty,.

Agora, como a amortizagao é constante em todos os periodos, podemos concluir que o saldo devedor
P

decresce em progressao aritmética com razao r = < *.

Com a nogao de amortizacao e saldo devedor apresentados anteriormente pode-se determinar uma
férmula para calcular o juro em operagoes de empréstimos ou financiamentos com sistema de amortizacao
constante. De fato, sendo PV o valor financiado, tem-se que o juro sobre o valor financiando no periodon =1

é definido pelo produto do valor financiado PV pela taxa de juro i, isto é,
J1 =PV i. (2.29)

Como a taxa de juro é aplicada sobre o saldo devedor no respectivo periodo, tem-se que o juro sobre o valor

financiado no segundo periodo, denotado por Js, é definido por

P
]2 = SD1 1= (PV—AHIOI"tl) 1= (PV— TV) -1 (230)

Prosseguindo com o mesmo argumento, tem-se que o juro calculado em que k—ésimo periodo é dado por

o (v PV PV PYY
n n n
= <PV—(k—1)PV> i
:(n+1—k)ﬂ-i (2.31)
n

Observe que pela reducao constante do saldo devedor, os juros diminuem linearmente ao longo do
'P

tempo, isto é, o juro se comporta na forma de uma progressao aritmética de razao r = “*.
Pela férmula (2.31)) podemos estabelecer uma fémula para o céclulo da prestacdo de um empréstimo
ou financiamento com sistema de amortizagao constante. De fato, A prestacao PMT no k- ésimo periodo do

respectivo empréstimo é definida por

PMTy = Amortizacao + Juro
PV PV
=—+Mm+1-k)—-i
n n

= Amort + J (2.32)

O gréfico a seguir descreve o comportamento das componentes de uma operagao financeira ao longo do tempo
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Figura 2.3: Sistema de Amortizagdo Constante

Sistema de Amortizagdo Constante (SAC)

—e— Saldo Devedor (SD)
—e— Juros (J)

—e— Prestagio (PMT)

Valor (RS)

Periodo
0 1 2 3 n-1 n (meses)

Componente Comportamento ao longo do tempo Caracteristicas

——  Saldo Devedor (SD) \ Decresce linearmente Redugéo constante do saldo devedor.

o \ Decresce a0 longo dotempo  CAICUIado sobre o saldo devedor do nicio
0 periodo.

——  Prestagao (PMT) ——————  Constante

Valor fixo em todas as parcelas.

Fonte: Imagem elaborada do TA

As férmulas apresentadas anteriormente nao mencionaram a existéncia de prazo de caréncia. En-

tretanto, elas podem ser aplicadas da mesma forma; contudo, a representagao grafica torna-se um pouco

diferente da Figura [2.6]

Figura 2.4: Sistema SAC com prazo de caréncia

Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) com Caréncia

Exemplo ilustrativo

Periodo de Caréncia Periodo de Amortizagéo (SAC)
(apenas juros) (juros + amortizagao constante)

Apés a caréncia, nila-se o SAC —e— Saldo Devedor (SD)
amortizagao constante, juros
decrescentes e prestagao fixa. —e— Juros (J)
i —e— Prestagao (PMT)
3

m (im da caréncia)  m+1 me2 = a1

Valor (RS)

$- - oo - S— R-SE—

& composta apenas pelos juros.
0 saldo devedor permanece
constante.

N caréncia, a prestacio l

Periodo (meses)

SaldoDovedor (50)  &——

Juros (3)

lgual aos juros

Prestagdo (PMT) oy o Comstante Durante a caréncia paga-se apenas juros.

(aponas juros) (uros + amortizagio)  Apes, a prestagdo total 6 fixa

| Exemplo:C:

Fonte: Imagem elaborada do IA

Pela representacdo grafica da Figura[2.6] pode-se observar que, em empréstimos com prazo de caréncia,
o sistema de amortizacao constante (SAC) passa a ser aplicado apenas apds o término desse perfodo. Assim,
durante o prazo de caréncia, as prestagoes PMT permanecem constantes, enquanto o saldo devedor SD
somente comega a decrescer apds o fim da caréncia.

Para aplicar a teoria de Sistema de Amortizagdo Price, vamos solucionar o Problema 1:

“Joao deseja comprar um automével no valor de R$ 150.000,00. Sabendo que ele possui apenas R$
50.000,00 e que o banco ofereceu um financiamento de R$ 100.000,00, a uma taxa de 2% ao més, a ser pago
em 48 meses, determine o valor das prestagoes, o juro, a amortizagao e o custo total do veiculo em cada
sistema de amortizacao.”

De fato, analogamente a resolugao pelo Sistema de Amortizacdo Price, tem-se que a taxa de juro é

igual i = 2%, o valor finaciado( Valor devido) é PV = 100.000 e o periodo de vigéncia do empréstimo em que
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joao solicitou é n = 48 meses. No sistema (SAC) a amortizacdo é constante e pode ser definido pela Férmula
(2.33). Logo, a amortizagao do emprestimo é dado por

100.000

Amort = = 2083, 33 (2.33)

Com a descoberta do valor da amortizacdo podemos determinar os valores das prestagoes, juros e saldo
devedor. Primeiramente, vamos determinar o juro. Com efeito, pela férmula (2.29)) o juro em n =1 é dado

por
J1 =PV -i=100.000 - 0,02 = 2000. (2.34)

Pela Férmula , 0 juro em n = 2 é dado pelo
Jo = (PV — Amorty) - i = (100.000 — 2083, 33) - 0,02 = 1958, 33 (2.35)

Os juros incididos nos demais periodos sdo determinados pela férmula (2.31]). Por exemplo, o juro em n = 47

é dado por

100. 2
00.000 " 9o = % = 83, 33. (2.36)

Jur = (48 +1—47)

Agora, pela Fémula (2.32)), o valor de cada prestagdo é determinado pela soma da amortizacao com o valor
do juro naquele perfodo. Por (2.33)) e (2.34)), primeira prestagdo é dada por

PMT; = Amort + J; = 2083, 33 + 2000 = 4083, 33. (2.37)

Os valores das prestagoes, juro e o saldo devedor em cada periodo na vigéncia do empréstimo é dado pela
tabela

Tabela 2.2: Tabela Sistema Sac

Parcela | Prestagao (R$) | Juros (R$) | Amortizagao (R$) | Saldo Devedor (R$)
1 4.083,33 2.000,00 2.083,33 97.916,67
2 4.041,67 1.958,33 2.083,33 95.833,34
3 4.000,00 1.916,67 2.083,33 93.750,01
4 3.958,33 1.875,00 2.083,33 91.666,68
5 3.916,67 1.833,33 2.083,33 89.583,35
6 3.875,00 1.791,67 2.083,33 87.500,02
7 3.833,33 1.750,00 2.083,33 85.416,69
8 3.791,67 1.708,33 2.083,33 83.333,36
9 3.750,00 1.666,67 2.083,33 81.250,03
10 3.708,33 1.625,00 2.083,33 79.166,70
11 3.666,67 1.583,33 2.083,33 77.083,37
12 3.625,00 1.541,67 2.083,33 75.000,04
13 3.583,33 1.500,00 2.083,33 72.916,71
14 3.541,67 1.458,33 2.083,33 70.833,38




28 CAPITULO 2. SISTEMAS DE AMORTIZACAO

15 3.500,00 1.416,67 2.083,33 68.750,05
16 3.458,33 1.375,00 2.083,33 66.666,72
17 3.416,67 1.333,33 2.083,33 64.583,39
18 3.375,00 1.291,67 2.083,33 62.500,06
19 3.333,33 1.250,00 2.083,33 60.416,73
20 3.201,67 1.208,33 2.083,33 58.333,40
21 3.250,00 1.166,67 2.083,33 56.250,07
22 3.208,33 1.125,00 2.083,33 54.166,74
23 3.166,67 1.083,33 2.083,33 52.083,41
24 3.125,00 1.041,67 2.083,33 50.000,08
25 3.083,33 1.000,00 2.083,33 47.916,75
26 3.041,67 958,33 2.083,33 45.833,42
27 3.000,00 916,67 2.083,33 43.750,09
28 2.958,33 875,00 2.083,33 41.666,76
29 2.916,67 833,33 2.083,33 39.583,43
30 2.875,00 791,67 2.083,33 37.500,10
31 2.833,33 750,00 2.083,33 35.416,77
32 2.791,67 708,33 2.083,33 33.333,44
33 2.750,00 666,67 2.083,33 31.250,11
34 2.708,33 625,00 2.083,33 29.166,78
35 2.666,67 583,33 2.083,33 27.083,45
36 2.625,00 541,67 2.083,33 25.000,12
37 2.583,33 500,00 2.083,33 22.916,79
38 2.541,67 458,33 2.083,33 20.833,46
39 2.500,00 416,67 2.083,33 18.750,13
40 2.458,33 375,00 2.083,33 16.666,30
41 2.416,67 333,33 2.083,33 14.583,47
42 2.375,00 291,67 2.083,33 12.500,14
43 2.333,33 250,00 2.083,33 10.416,81
44 2.291,67 208,33 2.083,33 8.333,48
45 2.250,00 166,67 2.083,33 6.250,15
46 2.208,33 125,00 2.083,33 4.166,82
47 2.166,67 83,33 2.083,33 2.083,49
48 2.125,00 41,67 2.083,33 0,00

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Pela Tabela (2.2)) é possivel conluir que os valores das prestagoes, saldo devedor e do juro decrescem com
evolucao do tempo, enquanto a amortizacdo permanece constante. Além disso, o custo efetivo total é dado

pela soma de todos os valores das prestagoes com o valor da entrada, isto é,
CeT = 50.000 + Soma dos Valores das Prestagoes = 50.000 + 149.000 = 199.000. (2.38)

Na proxima secao, iremos explorar um outro tipo de amortizagao que é comumente utilizado nas operagoes

nos Estados Unidos, mas que néo pe muito comum no mercado financeiro brasileiro.



3. SISTEMA DE AMORTIZACAO AMERICANO 29

3 Sistema de Amortizacao Americano

O Sistema de Amortizagdo Americano (SAA) constitui um dos diversos sistemas de amortizagao em-
pregados por bancos e instituigoes financeiras em operacoes de empréstimos e financiamentos. Tal modelo é
amplamente adotado no mercado financeiro norte-americano, uma vez que apresenta uma estrutura distinta
dos sistemas Price e SAC no que se refere as modalidades de quitacao do capital financiado. Considerando
a relevancia desse sistema no contexto da Matematica Financeira, serao apresentadas, nesta secao, suas

principais nogoes tedricas e caracteristicas operacionais.

O sistema SAA caracteriza-se pela constancia das prestacoes PMT. Entretanto, diferentemente dos
sistemas Price e SAC, nesse modelo de financiamento a liquidacdo do capital devido & instituicao financeira
ocorre somente ao final do n-ésimo periodo de vigéncia do contrato. Em virtude dessa particularidade,

emergem os seguintes questionamentos:

1. O sistema SAA ¢ isento de encargos financeiros?

2. Em operagoes de empréstimo sob o sistema SAA, o pagamento é efetuado em parcela tinica?

Para responder as duas questoes acima, vamos supor que seja realizado um empréstimo de um valor
PV, sujeito a uma taxa de juro i, por um periodo n, sem um prazo de caréncia. O sistema SAA ndo prevé
amortizacao durante o periodo intermediario do empréstimo, ou seja, o cliete paga o juro incidindo sobre o

valor PV divido em prestacoes definidas por
PMTy =PV i, (2.39)

onde PMTy é a k-ésima prestagdo e 1 < k < n. O Juro total sobre o empréstimo | é dado pela soma das n

prestacgoes constantes PMT, = PMT, isto é,

n—1

J=) PMTi=(n—1) PMT. (2.40)
k=1

No caso de empréstimos com sistema de amortizagdo SAA, o contratante paragard n — 1 parcelas iguais a
PMT, e no n—ésimo periodo, ele pagard uma prestacao PMT juntamente com todo o valor devido PV, isto
é, a ultima prestacao é dada por PMT,, = PMT + PV. Dessa forma, pode se concluir que em empréstimos
com sistema SAA, o valor devido PV permence constante por todo o periodo de vigéncia do empréstimo. O

grafico abaixo detalha o comportamento das varidveis deste empréstimo.
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Figura 2.5: Sistema SAA Sem prazo de caréncia
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Fonte: Imagem elaborada do TA

Pelo gréfico, observa-se que, no ultimo periodo, a divida é amortizada de forma mais acelerada. Além
disso, ao final do contrato de empréstimo, o montante total devolvido pelo cliente & instituicao financeira
corresponde a soma do valor principal PV com os encargos financeiros J. Dessa forma, o custo efetivo total

do empréstimo é dado por
CET =PV +]. (2.41)

Quando o empréstimo apresenta um prazo de caréncia m, durante esse intervalo o cliente realiza apenas
o pagamento das prestagoes correspondentes aos juros J. Apds o término do periodo de caréncia, inicia-se o
processo de amortizacao da divida, possibilitando, consequentemente, a liquidacao do empréstimo. O grafico

a seguir representa a evolugao de empréstimos com prazo de caréncia.

Figura 2.6: Sistema SAA com prazo de caréncia m.
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Fonte: Imagem elaborada do TA

Em uma operacao de empréstimo, o cliente tem como objetivo sanar algumas divida ou fazer inves-
timentos. Por isso, dependendo do valor tomado de empréstimo e as condigoes finaceiras, o pagamento da
ultima prestagao podera ter um valor elevado, o que dificultar o pagamento. Isto causara inadiplencia, e com

isso, gerar prejuizo a instituicdo finaceira. Para contornar este problema, as institui¢oes finaceiras criaram
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um fundo de amortizagao conhecido como sking fund. Este fundo é um regime de capitalizacao aplicado a
uma taxa de juro diferente a taxa de aplicada ao valor devido PV e com pagamentos periddicos durante o
periodo de vigéncia. Este fundo tem como objetivo principal a liquidagao do empréstimo. Os empréstimos
com SAA e com aditivo de um sking fund também é conhecido como ”SAA com duas tazas”.

Finalmente, vamos aplicar o sistema (SAA) na resolugdo do Problema 1. Observaremos que as fémulas
que determinam as componetes do empréstimos sao bem menos complexas que as fomulas do sistema Price
e SAC. Isso torna este sistema mais acessivel, ndo necessitando do uso de software. Considere o seguinte
problema:

“Jodo deseja comprar um automodvel no valor de R$ 150.000,00. Sabendo que ele possui apenas R$
50.000,00 e que o banco ofereceu um financiamento de R$ 100.000,00, a uma taxa de 2% ao més, a ser pago
em 48 meses, determine o valor das prestagoes, o juro, a amortizagao e o custo total do veiculo em cada
sistema de amortizacao.”

De fato, Considere PV = 100.000, 1 = 2% e n = 48. Entao, como as prestacgoes sao sempre constante

e o sistema so amortizard a divida na tultima prestacao, temos que 47 as prestagoes sao dadas por :
PMT = 100.000 - 0,02 = 2000 (2.42)

O saldo devedor permanecera constante por 47 meses, e no 48 més a divida serd liquidada, onde a prestacao
do 48 é dada pela soma do valor da prestagio PMT com o valor devido PV = 100.000. A Tabela ([2.3)

descreverd todos os valores das componentes no decorrer da vigéncia do empréstimo solicitado por Joao.

Tabela 2.3: Tabela de Sistema SAA

Parcela | Prestagdo (R$) | Juros (R$) | Amortizacao (R$) | Saldo Devedor (RS$)
1 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
P 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
3 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
4 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
5 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
6 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
7 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
8 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
9 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
10 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
11 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
12 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
13 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
14 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
15 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
16 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
17 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
18 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
19 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
20 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
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21 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
22 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
23 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
24 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
25 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
26 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
27 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
28 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
29 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
30 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
31 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
32 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
33 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
34 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
35 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
36 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
37 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
38 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
39 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
40 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
41 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
42 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
43 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
44 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
45 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
46 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
47 2.000,00 2.000,00 0,00 100.000,00
48 102.000,00 2.000,00 100.000,00 0,00

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Pela Tabela[2.3] podemos determinar o custo efetivo total do empréstimo solicitado pelo Joao. Mais precisa-
mente, verificaremos que durante os 47 meses, o Joao pagou apenas o juro referente ao empréstimo. Dai, o

custo efetivo total é :

CeT = 50.000 4 47 - 2000 4 102.000 = 246.000 (2.43)
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao estudarmos os trés sistemas de amortizagao entendemos que cada um dos respectivos sistema possui
caracteristicas distintas que o diferem dos demais, deixando os atrativos para alguns modelos de empréstimos
e ndo para outros. Quando aplicamos cada um desses sistemas a um problema real, as caracteristicas de cada
um desses sistema ficamm mais evidentes.

No problema 1, analisamos os empréstimos na pespectiva dos trés sistemas de amortizagao, conside-
rando as mesmas condigoes( Taxa de juro, prazo de vigéncia e valor financiado). Observamos na pratica o
comportamento das componente do empréstimo e assim verificamos qual é o sistema de amortizacao é mais
adequado para Joao.

Ao analisarmos este empréstimo sobre a pespectiva do custo efetivo total, verificamos que se Joao
adotar sistema Price, ele pagard ao fim do prazo 206.000, com sistemo SAC joao pagara 199.000 e por tltimo,
se jodo usar o sistema SAA, entdo ao final do prazo, ele desembosard um valor de 246.000. Dessa forma,
Olhando do ponsto de vista do custo efetivo total, vemos que o sistema SAA é o menos atrativos e Sistema
Constante é o mais atrativo.

Por outro lado, se Jodo estiver buscando prestagoes de baixo valor, o sistema SAA é mais atrativo
apenas nas 47 primeiras prestacoes, pois a ultima prestacao possui valor elevado, visto que Joao devera
liquidar o saldo remanescente da divida. J& no sistema SAC, as prestagdes iniciais apresentam valores mais
elevados, mas decrescem gradativamente ao longo do tempo. Por sua vez, se Joao estiver preparado para
pagar um valor fixo durante todo o financiamento, o sistema de amortizacdo mais adequado nessa situagao
é o Sistema Price. Além disso, se Jodo utilizar o Sistema Price e antecipar o pagamento de prestacoes,
poderd obter descontos no valor devido, pois, pela Definigao , o valor da prestacao é dado pela soma da
amortizacao com os juros. E como o valor dos juros é menor nas iltimas prestagoes, a antecipacao reduz o
montante de juros a ser pago, gerando economia para o devedor. Dessa forma, neste quesito, o Sistema Price
é mais vantajoso que o sitemas SAA, visto que no sitema SAA o juro é constante.

Observando todos os dados e informagoes apresentados, pode-se concluir que a escolha do sistema de
amortizacao mais vantajoso para uma determinada operacao financeira depende de alguns fatores existentes
no momento da contratagao, como o poder aquisitivo do cliente, a taxa de juros e o prazo de vigéncia do
empréstimo. Por isso, antes de efetuar qualquer operacao financeira do tipo empréstimo, é recomendavel

realizar uma ampla pesquisa sobre as condigoes oferecidas pela instituicao financeira.
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