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RESUMO

Nesse trabalho é apresentada uma solucao da equacao de Schrodinger para a
particula livre em um computador quantico da IBM. Para isso, faz-se necessario o co-
nhecimento prévio das atuagoes das portas quanticas, a notacao de Dirac, o algoritmo
que carateriza a transformada quantica de Fourier e a sua inversa, além da descricao
do momento. A partir desse estudo, é mostrada a implementacao dessa solugao em um
simulador e em um computador quantico da IBM. Por fim, sdao analisados os resultados
obtidos, comparando-os com os conhecidos na literatura. Desse modo, um novo e amplo
método de solugao para a equagao de Schrodinger é aprendido.

Palavras-chave: Preparacao de estados; Transformada Quantica de Fourier; Ope-

rador Momento.



ABSTRACT

In this work, a solution of the Schrodinger equation for the free particle in an IBM
quantum computer is presented. For this, it is necessary to have previous knowledge of
the actions of the quantum gates, the Dirac notation, the algorithm that characterizes
the quantum Fourier transform and its inverse, in addition to the description of the
moment. From this study, the implementation of this solution in a simulator and in an
IBM quantum computer is shown. Finally, the results obtained are analyzed, comparing
them with those known in the literature. In this way, a new and comprehensive solution
method for the Schrodinger equation is learned.

Key-words: Preparation of states; Quantum Fourier Transform; Moment opera-

tor.
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1 INTRODUCAO

A computacao quantica é considerada uma inovacao na era computacional, funda-
mentada nos preceitos da mecanica quantica com o intuito de resolver problemas com-
plexos, quando comparados com a atua¢do de um computador classico (QUANTUM,
2022b).

Para os pesquisadores da computacao um problema é caracterizado pela velocidade
em relagao ao tempo gasto na sua solucao quando aumenta-se o tamanho desse problema.
Esse tempo é dado pela quantidade de processos necessarios para que o algoritmo forneca
a resposta. O tipo de problema que pode ser solucionado por um computador em um
tempo satisfatorio, ainda que possua valores elevados de n, sao os que utilizam uma quan-
tidade de passos que aumenta com n elevado a uma poténcia fixa, n sendo o tamanho
da ordenacao desse problema. Esses algoritmos sao considerados eficientes e assim, per-
tencem a classe de complexidade P que expressa “tempo polinomial”. Um exemplo de
problema de complexidade P é a seguinte: Dado um numero inteiro verifique se ele é
primo (AARONSON;, 2008).

Outra classe de complexidade sao os problemas NP, “tempo polinomial nao deter-
ministico”, no qual uma solugao, uma vez descoberta pode ser verificada como correta.
Para isso, considere um mapa com milhares de ilhas conectadas por pontes e um homem
que pretende realizar uma visita em cada ilha somente uma vez. A vista disso, para en-
contrar um passeio que cumpra o desejo desse homem pode gastar até anos. Contudo, se
alguém revelasse o trajeto feito por ele seria simples fazer a verificagao se realmente foi
solucionado esse problema (AARONSON, 2008).

As maquinas classicas sao caracterizadas por bits que sao combinagoes dos niimeros
binarios 0 e 1 e as quanticas, utilizam os qubits com o propédsito de operar algoritmos
quanticos de n dimensoes. Um qubit tem a capacidade de se superpor, isto €, um arran-
jamento das provaveis informacoes presentes. Com isso, um agrupamento de qubits em
um estado de superposicao produz espacos computacionais complexos, tornando-o habil
para a solucao de problemas. (QUANTUM, 2022b).

Atualmente, os algoritmos quanticos proporcionam uma reducao do tempo gasto
para a solucao de problemas de classe de complexidade P. No quesito hardware, os sis-
temas quanticos sao encontrados até o presente momento com uma proporcao aparente
de um carro, constituido basicamente de mecanismos de refrigeracao, a fim de conser-
var uma temperatura extremamente baixa, proximo ao zero absoluto, dos processadores
supercondutores (QUANTUM, 2022b).

Além disso, é notavel citar o éxito da computagao quantica no diagnéstico de
pessoas infectadas com a COVID-19, por meio do exame de tomografia computadorizada,
em que pesquisadores da Turquia apresentaram a comparacao dos resultados obtidos,

considerando o tempo da andlise das imagens e a taxa de sucesso, em um computador
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classico e em computadores quanticos da IBM. Foi concluido, que um computador quantico
processou em um espago de tempo curto e a taxa de sucesso apresentada por eles, foi de
94% a 100%, diferente do que j4 é feito nos computadores usuais com uma taxa de 90%
(ACAR; YILMAZ, 2021).

Nesse contexto, os sistemas quanticos oferecem formas distintas para andlise de re-
sultados de fenémenos naturais, como a simulac¢ao da equagao de Schrodinger (SUPRIYA
et al., 2020). Essa equagao, elaborada em 1926 por Erwin Schrodinger, tornou possivel
obter a fungdo de onda, ¥(x,t) de uma particula, levando em conta a energia poten-
cial V/(z,t) vinculada a ela (SCHMIDT, 2008) e com isso, estudar o comportamento de
sistemas atomicos.

A vista disso, nesse trabalho pretende-se determinar a solucao da equacao de
Schrodinger para a particula livre por intermédio de um computador quantico com 7
qubits em sua configuracao, utilizando a biblioteca Qiskit (QISKIT, 2022) da IBM (In-
ternational Business Machines Corporation) (QUANTUM, 2022a) e a interface Jupyter
Notebook (JUPYTER, 2022).

2 CONCEITOS GERAIS E REVISAO DA LITERA-
TURA

Para melhor apresentacao dos tépicos conceituais foi feito uma divisao desta secao.
Inicia-se a partir dos conceitos e propriedades de Tensores, em seguida como discretizar
Equacgoes Diferenciais, uma introdugao a mecanica quantica destacando somente as pro-
priedades da notacao de Dirac e os fundamentos da equagao de Schrodinger em especial
para a particula livre, logo apds uma subsegao sobre a computagao quantica e as empresas
disponiveis atualmente no mercado, as caracterizagoes das portas quanticas direcionando
somente as usadas neste trabalho e por fim, as aplicacoes da transformada quantica de

Fourier e do momento em computadores quanticos.

2.1 Tensores

O seguinte estudo foi baseado em (BORTOLOTI, 2017). Assim, considere os

seguintes espacos vetoriais X e Y, entao uma transformacao linear é denotada por,

VXY

quando uma transformagcao linear de X para Y valida,

V(Z+ ay) = V(Z) + oV (9)

paraf,gje)z e a€R.
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O conjunto das transformacoes lineares de X para Y é caracterizado por,

L(X,Y) (1)

entao, as seguintes transformagoes lineares dos espagos vetoriais U,V : Ly — Ly, as
quais podem ser definidas pela soma e o produto escalar, retratados nas equacoes 2 e 3,

respectivamente.

V+U)y) =V(©Y) +U®©) (2)

(@V)(§) = aV(y) (3)

para Vi € X. Denotam que o conjunto das transformagoes lineares da equagao 1 é um
espaco vetorial.

Logo, qualquer transformacao linear do tipo,
LY.Y)
serd denominada de Tensor.

2.1.1 Propriedades dos Tensores

1. O tensor é denotado por Tensor Zero se,
0y =0
em que 7 € X;

2. O Tensor Identidade corresponde a seguinte equacao,

nge)?;

3. Levando em conta os tensores V e U, o produto entre eles, tendo em vista essa

representacao pelo simbolo o, sera:

OV=UoV

que pode ser escrito como,
(UV)g=U(VY)

12



atendendo a nao comutatividade, isto é, uv # VU.

4. O tensor transposto UT ¢ denotado por,

Uz-j=a Uy

corroborando as seguintes propriedades:

5. Um tensor é descrito como simétrico se U = U” e como antissimétrico se U = —UT";

2.1.2 Produto Tensorial de dois Vetores

O produto tensorial, representado comumente pelo simbolo ®, entre dois vetores

7eX e iy E Y sdo descritos como uma transformacao linear de X em }7, o qual

(7© )5 = (797

V §€ U. Em concordancia com as seguintes propriedades:

2.2 Discretizacao de Equacoes Diferenciais

Para entender como discretizar uma equacao diferencial analisou-se a apresentacao
que se encontra em (FLORINDO, 2019). Para isso, é mostrado uma explica¢ao breve e
direta a seguir. Considere a seguinte fungao y(z) que pode ser solucionada em x; + Ax
em uma expansao de série de Taylor em torno de ;.

A série de Taylor é definida por:

Z%fn—| v —a) f(a)+f’(a)(x—a)+f”(a)(;_a) +fm(a)§)f—“) -

13



assim, substituindo os dados da fun¢ao y(z) sera obtido:

Y (i) (x —:)” |y () (x — 2y)°
2 + 6

M) () (2 — )"
+..+7 (&, S

y(wi + Ax) = y(z:) +y'(w:)(z — =) +

+

tomando r — z; — Az, entao,

y(z; + Ax) = y(z;) +y' (z) Az + y//(xi)z(Ax)2 + y”’(x%(Ax)?’ + ... (4)

faz-se o mesmo procedimento para a funcdo em torno x; — Azx em torno do ponto z;.
Além disso, é possivel notar na equagao 5 que a mudanca de sinal é somente nas poténcias

impares. Logo, teremos:

y(zi — Az) = y(2;) — o (z:) Ax + y/'(xi)z(Ax)Q A CDIC) (5)

subtraindo as equacoes 4 e 5 teremos:

1" e 3
y(zi + Ax) —y(x; — Ax) = 2y (z;) Ax + y@#
explicitando a primeira derivada,
(e N (Ax)3
2y (z;) Az = y(z; + Az) — y(x; — Az) — M
logo,
Yoy = Lot Ao =@ =An) g () (Ae)?
' QA[E 6
erro de ordem de O(Axz)?
portanto,
y,(%) = ( )2A9: ) (6)

Para a segunda derivada, faz-se a soma das equacoes 4 e 5, entao:

{ Yt D) = () 4y () A WA A | s
T 7 1 2 24

_ (i) (Ax)? (@) (Am)3 & () (Az)*
y<xi - Ax) = y(xz) - y/(xi)Ax + £ 2 -4 6 + £ 24

resultando em,
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y(x;i + Az) +y(x; — Az) = 2y(x;) + o (z:)(Az)? + M

12
explicitando a segunda derivada,
@ () (Ax)A
yo\T x
/() (A)? = ylas + Aa) + gl — Ax) — 2ya) — L ENED ™)

que pode ser reescrito como,

(Ax)? (Azx)? (Azx)? 12

erro da ordem de O(Ax)?2

' (1) = yloi+ Az) | yloi = Ar)  2y(w) yW (z:)(Ax)?

a vista disso,

y(x; + Az) + y(z; — Az) — 2y(x;)
e (8)

Para compreensao, segue um exemplo com o intuito de determinar:

12

y" ()

Y1, Y2, -3 Yn—1

utilizando as equacoOes discretizadas vistas anteriormente. A equacao diferencial dada

para esse exemplo é,

y'(x) +2y(z) +y(z) == (9)

com as seguintes condicoes de contorno,

y(0)= 0
y(1)= -1
o qual o intervalo [0, 1] é decomposto em n pedagos idénticos com Az = % com o proposito

de,

p— pu— 0
0 | (10)
v = Az,..,z;=jAx, ..z, =1

que se encontra na integra em (FLORINDO, 2019).
Diante disso, usa-se as equagoes 8 e 6 para substituir conforme o grau da derivada

na equacao 9.

y(x; + Ax) + y(x; — Ax) — 2y(x;) y(x; + Ar) — y(z; — Ax) o
(Az)? 2 2z Tyle) =

15



reescrevendo,

y(x; + Az) + y(z; — Az) — 2y(x;) + y(x; + Azx)(Azx)—

(11)
—y(z; — Az)(Az) +y(2:)(Az)* = 2;(Az)®

conforme a equacgao 10, temos que x; = jAx, fazendo essa consideragao na equacao 11,

[y(Ax(i +1)](1 + Az) + [y(Az)(i — 1)](1 — Ax) + y(idz)[(Az)? — 2] = i(Ax)®  (12)

por conseguinte, ¢ = 1,2,...,n — 1, resulta na determinacao do sistema de equagoes,

finalizando assim a discretizagao da equacao diferencial,

y(2A7)(1 + Ax) + y(Az)[(Az)? — 2] = (Ax)3
y(3Ax)(1+ Azx) + y(Ax)(1 — Az) + y(2Ax)[(Az)? — 2] = 2(Ax)?

y(nAD)(1+ Az) + [y(Az)(n — 2](1L - Aa) + yl(n — 1)(A)][(Ax)? - 2] =
| = (- 12wy

2.3 Introducao a Mecanica Quantica
2.3.1 Notagao de Dirac

A Mecanica Quantica pode ser expressada em forma de um espaco vetorial com-
plexo de dimensao infinita provido de um produto escalar hermitiano. Dessa forma, para
representar os vetores de um espaco vetorial complexo denominado de espaco de Hilbert
foi utilizada a notacao de Dirac; elaborada pelo inglés, fisico e mateméatico Paul Adrien

Maurice Dirac que dedicou-se em estudar espacos vetoriais com dimensoes infinitas!.

2.3.2 Kets

A notagao ket representada pelo simbolo |} (MAHON, 2011), traz consigo in-
formacoes sobre o estado fisico e a orientacao do vetor que sao validas as seguintes pro-

priedades:

1. A operacao de soma entre dois kets resultam em outro ket.

o) + 1) = [x)

'Um espaco de Hilbert é um espaco, no qual o seu produto interno é completo. Além disso, todo
espaco vetorial que possui dimensao finita é considerado também um espaco de Hilbert.

16



. A propriedade associativa.

X) + () +1¥) = (Ix) + l)) + [¥)

. A propriedade comutativa.

o) + 1) = [¥) + o)

. O vetor ket nulo é representado por |0), que:

0} +10) = l©) VY |©)

. Todo |¢) haverd um ket simétrico |—¢):

o) + =) = 10)

. A operacdo de multiplicagdo entre um |p) e um nimero complexo ¢ resulta-se em

um vetor ¢|p). O nimero complexo ¢ pode atuar sem distingao em uma sentenga,

como segue:
clo) = o) c

para ¢ # 0.

2.3.3 Bra e Produto Interno

Uma categoria significativa de objetos que podem ser determinados em um espaco

vetorial complexo sao as funcoes lineares, os quais possuem valores complexos e argu-

mentos que sao vetores do espago. Dessa forma, a notacao empregada por Dirac, para

expressar esse tipo de categoria descrita acima, é o (| (MAHON, 2011). Assim, seguem

as propriedades fundamentais dessas funcoes lineares:

e Propriedade da comutatividade e associatividade:

((fI+ (gD [0) = (fle) + (glp)

e Propriedade distributiva entre uma funcao linear e um nimero complexo:

(e[ le) = c(fle) -

e A representacao da funcao linear nula @:

(@lp) =0,Y|p).

17



e Para todo (f| dispoe-se de (—f|, por meio de (—flp) = — (f|p), em que
(fl+{=fl= (2]

2.3.4 Equacao de Schrodinger

O estudo subsequente utilizou como referéncia o material retratado em (GRIF-
FITHS, 2011). Deste modo, seja uma particula com massa m submetida a se deslocar
somente na coordenada x e com uma forga denotada por F'(x,t) representada pela figura
L,

Figura 1: Representagao da particula submetida ao deslocamento somente no eixo z.

m
e
> J X L

x(t)

Fonte: (GRIFFITHS, p.1, 2011)

A partir disso, é possivel estabelecer a posicao dessa particula em um determinado
instante de tempo z(t) e com esses dados é vidvel determinar a velocidade, o momento, a

energia cinética, entre outros. Por meio da segunda lei de Newton,

—

F=mad (13)

I pode ser expressado como a derivada do potencial, assim:

- ov
F=——
ox
logo, a equagao 13 sera,
oV d?*z
_—— = m—
ox dt?

a partir de definigdes de condi¢oes iniciais é viavel calcular o valor de z(t) e logo determinar

a posicao da particula.

18



Para essa situagao, a Mecanica Quantica tem por intuito determinar a funcao de

onda da particula ¥(z,t)? por meio da equagao de Schrodinger:

ov K2 0%V
T )} 14
th ot 2m Ox? +V (14)

assim, por meio de condi¢oes iniciais a equacao 14 estabelece U(x,t).

2.3.5 Normalizagao

Para se determinar as probabilidades de uma particula em x com um dado t,

teremos que:

+oo
/ (U (z,)|?de =1

a densidade de probabilidade devera ser igual a 1 denominado de normalizacao da func¢ao

de onda.

2.3.6 Equacgao de Schrodinger independente do tempo

Para encontrar a forma da equacgao de Schrodinger independente do tempo, deve-se

resolver a equacao 14 por separacao de variaveis, tendo em vista que:

U(z,t) = P(x)o(t)
com isso, faz-se a substituicao na equacao 14,

dp B2 d%

ihwa = —%¢@ + Vo

reescrevendo,
plde _ B 1dY
ddt  2m da?

por consequéncia disso, temos no lado esquerdo uma dependéncia somente do tempo e no

+V

lado direito em z.

Considerando,

designada de equacao de Schrodinger independente do tempo. Assim,

2F uma funcdo que descreve uma onda, a qual depende das varidveis posicdo e tempo.
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h——=F

e dt
ou ainda,

do 1

at ~ Vin?
multiplicando todos os termos por %,

do E

a - w?
aplicando a integral,

do E

[ =]

que resulta em,

Blt) = (16)

A energia total denotado pela mecanica cldssica é nomeada de Hamiltoniana dada
por,

H(z,p) = %—FV(:E)

o operador Hamiltoniano é descrito pela implementagao canonica de p para %g—lﬁ, deste

modo dispomos,

substituindo na equacao 15 é vidvel reescrever a equacao de Schrodinger independente do

tempo,
HY = By

2.3.7 Particula Livre

A condicao para uma particula livre é o potencial ao qual ela esta sujeita ser
V(x) = 0 em qualquer ponto. Por conseguinte, por intermédio da equacao 15, teremos
para esse caso:
h? d?
Ey = _hdy
2m dx?

explicitando a segunda derivada,
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Y 2m

PR
ou ainda,
(12
dw Mgy =0
fazendo k* = Z2E | teremos:
G
) + k=0 (17)

Assim, a solucao para essa equacao diferencial apresentada em 17, é

1/} — Akeikx + Bkefik:v
A partir da equacao 16 é escrito a funcao de onda total,

—iEt

U(x,t) = [Ape™ + Bre e n
e como,

k*h?

:2m

a funcao de onda total sera,

k2ht

U(x,t) = [Ape™ + Bre *]e”
ou ainda, podemos reescreve-la,

I II

ht kht
U(z,t) = Ay *(o=50) 4 By e~ h(a+50)
em que (I) é a propagagao da onda no sentido positivo (k > 0) de x e (II) a propagagao
da onda no sentido negativo (k < 0) de z.

Levando em conta a “velocidade quantica” v, designada por,

hk
V=g (19)
entao,
‘II(I‘,t) :Akezk(x vgt) + Be —ik(x—vqt)
logo,
U(z,t) = Apelkle=vat (20)
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com —oo < k < oo.

A velocidade cléssica v, é com base na seguinte equacao da energia cinética,

—

_2
p
E=— com p=mv
2m
assim,

(mw,)?

B =

Y

2m

Ve = \/% (21)

A “velocidade quantica” denotada na equacao 19 pode ser reescrita por meio da

explicitando a velocidade classica v,

equagao 18, deste modo:

V2o2mE B FE

2m 2m

Uq:

fazendo a razao entre as equacoes 21 e 19 obteremos,

Ve = 204

com isso, supostamente na mecanica quantica a funcao de onda se move com metade da

velocidade classica. Para resolver este problema, temos a seguinte consideracao:

hkt

U(z,t) = Z Akeik(“ =)

k assumindo qualquer valor real e E qualquer energia. Assim, esse somatério em k pode

ser escrito como uma integral em k,

U(x,t) = / T A B g (22)

[e.e]

sabendo o estado quantico inicial da particula ¥(z,0),

W(z,0) = / AR dk (23)

—00

Tendo em vista, o caso discreto (k = k),

U(x,0) = Cothy(z) (24)

em que C,, é definido por (GRIFFITHS, 2011), como
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comparando as duas equagoes 24 e 23,

/ e““/x\Il(x,O)dx:/ / e~ A(k)e ** dadk

/ e Fey(z,0)dr = / A(k)dk / k=KD g

ou ainda,

resultando em,

/ (2, 0)dz = 2w A(K)

o0

Com isso, A(k) seréd,

A(k) = L /_00 e * Y (x,0)dx

2r J_o
e7
U(z,0) = ! /oo A(k)e ™ = d
z, = on . e
fatorando,
Ak ek (1, 0)dx 25
- [ g
e?

U(x,0) = \/Lz_w /_ h A(k)e ™ dk

sendo que a equacao 25 é a transformada de Fourier e a inversa é descrita,

Ak e* W (2, 0)da (26)

A

alterando apenas o sinal da equacgao 26. Além disso, a solucao da particula livre para um
caso geral serd a partir da equagao 22 considerando A(k) como é exposto na equagao 25

e na figura 2.

2.4 Computacao Quantica

A computacao quantica utiliza estados quanticos em vez dos nimeros binarios, os

bits 0 e 1 que s@o substituidos pelo bits quanticos ou comumente chamado de qubit, |0)
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Figura 2: Funcao que descreve uma particula livre.

AK)

Fonte: (Elaboragao prépria.)

e |1)3 que sao representados da seguinte forma:

SnEan

Um estado genérico de um qubit |¢) é retratado como uma combinagao linear dos
vetores |0) e [1), isto é,

[¥) = «|0) + 8[1)

com « e 3 sendo nimeros complexos.

Os qubits podem ser superpostos, isto €, estarem simultaneamente em outros esta-
dos. Assim, o custo em processamento de informacoes em um computador quantico sera
menor quando comparado com um computador classico.

Essa superposicao pode ser exemplificada considerando os seguintes estados, ¥ e

¥) = a|0) + 8[1)

(27)
|9) =n10) +0]1)

Para isso, ¢ realizado o produto tensorial entre esses dois estados:

) @19) = (a|0) + B 1)) @ (n]0) +45[1))

¥) @) = a]0) @1 0) + a[0) @4 1) + B[1) @1 |0) + B[1) @4 [1)
[¥) ®|¢) = an|0) @]0) + ad|0) @ [1) + fn|1) @ |0) + 5 [1) @ [1)
[¥) ® |¢) = an[00) + a6 |01) + 1 [10) + 55 [11)

V) ®@[¢) = an|1) +ad |2) + Bn[3) + 6 [4)

30s estados fundamentais da computacdo quantica estdo baseados na notacao de Dirac.
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Assim, nota-se que um sistema de dois estados podem ser representados pela su-

perposi¢cao dos mesmos.

2.4.1 Circuito Quantico e o Circuito para medir o Qubit

Um circuito quantico é descrito por fios que denotam o acesso em cada qubit que
permeia as portas quanticas (PORTUGAL, 2004).

Na figura 3 é representado um circuito quantico onde os qubits sao caracterizados
pela linha simples e a linha dupla sao os valores da saida medidos em cada qubit, denotado

pelo simbolo de um multimetro.

Figura 3: Representacao de um circuito quantico.

|¥'> M

Fonte: (PORTUGAL, 2004)

2.4.2 Empresas de Computacao Quantica

Atualmente, no mercado tem-se, aproximadamente 81 empresas de computacao
quantica (DARGAN, 2022). Dentre essas, podemos citar:

e IBM: Instituida em 1911 em Nova York pelo empresario Charles Ranlett Flint. Essa
empresa disponibiliza uma plataforma online para executar algoritmos, simulagoes
quanticas, estudar por meio de tutoriais e manuais que sao conhecidas como IBM
Quantum Composer e o IBM Quantum Lab com dois tipos de conta, uma gratuita
e outra premium. Em 2021, a IBM j4 contava com mais de 20 dispositivos, no qual

6 foram disponibilizados ao publico.

e Google Quantum AI: Os servigos oferecidos por essa empresa vem por meio do
The Quantum Artificial Intelligence Lab uma parceria entre a Google, NASA e
a Universities Space Research Association que foi fundada em 2013. O foco da
Google Al é principalmente no desenvolvimento de novos algoritmos com o intuito

de resolver problemas praticos em tempos menores.

e MICROSOFT: A MICROSOFT é a primeira instituicao a desenvolver computacao
quantica em nuvem. Em 2017, essa empresa fez um langamento de uma linguagem

quantica a Q# liderada por Julie Love e com Bettina Heim.

e AWS Braket: A empresa Amazon concentra-se em desenvolver com rapidez pesqui-

sas na elaboracao de software para a computacao quantica. A empresa é liderada
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por Simone Severini. Além disso, é disponibilizado aos usuérios desde 2020 diversos

computadores quanticos em nuvem com valores especificos.

e Alibaba Group: Por intermédio da colaboracao da Academia Chinesa de Ciéncias
foi possivel instituir o Laboratério de Computagao Quantica Alibaba em Xangai na
China. A empresa é liderada por Yaoyun Shi que focaliza seus estudos em melhorar
a ferramenta Alibaba Cloud Quantum Development Platform (ACQDP) fundamen-
tada em simulador para a implementacao de algoritmos quanticos e computadores

quanticos.

Com isso, para a implementacao dos circuitos quanticos neste trabalho foi escolhida
a empresa IBM porque se encontra na frente no quesito desenvolvimento de software em
nuvem e possui acesso gratuito e facilidade em manusear a plataforma.

O algoritmo utilizado para simular a equagao de Schrodinger referente ao movi-
mento de uma particula em uma dimensao foi desenvolvido inicialmente por Christof Zalka
e Stephen Wiesner (RODRIGUES, 2018). Nesse texto, o movimento de uma particula
sera limitada a uma regiao —d < x < d a qual pode ser dividida em 2" intervalos de
tamanho Az = 2— sendo viavel uma associacao da funcao de onda a uma forma discreta
de pontos x,, para m € [1,2"]. Esses pontos x,, sdo estabelecidos pela discretizagao da

posi¢ado em um estado |g,,) caracterizado por n qubits (RODRIGUES, 2018),

|Qm> = |Qn—1> ® |Qn—2> ®.Q |C_I0>

Dessa maneira, a funcao de onda é representada por,

V() = 5 Zw T ) )

em que Np = \/ S | (wm, t)[? atuard como um fator de normalizacio.
Ademais, o operador de evolugao temporal é dado por (RODRIGUES, 2018),

@_%[HO"'V(I)}A HoAt Ly(z)At

Ne A

Conforme a Subsegao 2.2 temos uma proximidade exata somente até os termos de
ordem (At)%. Considerando i = m = 1, temos que a fungao de onda para z; e um tempo

At poderd ser expressa,

\II(IZ,t—FAt) _ fszAt 71V(£Bm At\I/(me )

o qual k£ é o numero de onda da particula.
Por conseguinte, é apresentado o caso da solucao da equacao de Schrodinger para

uma particula livre, isto é V(z) = 0 apresentando a implementacdo em um computador
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quantico de 7 qubits da IBM. Logo, para melhor entendimento segue as subsecoes dos

principais conceitos da Computacao Quantica usados nesta pesquisa.

2.4.3 Portas Quanticas

As operagoes realizadas nos qubits representam a modificacao no seu estado quantico.
Dessa maneira, as portas quanticas sao operadores unitarios que realizam transformagoes
unitarias em sistema com um ou mais qubits (SOUZA, 2021). Elas podem ser divididas

em 3 classes:

1. Portas quanticas aplicadas somente em um qubit: Essas portas sao caracterizadas
por matrizes unitdrias 2 X 2, como por exemplo a porta identidade (I), porta NOT
(X), porta Hadamard (H) e entre outras;

2. Portas quanticas em multiplos qubits: Essas portas sao descritas pela necessidade
da entrada ser em mais de um qubit. Um exemplo disso é a porta controlada NOT
(CNOT) que dispoe de dois qubits, um que sera o qubit controle e o outro o qubit
alvo. Na figura 4 é mostrada a representagao dessa porta, tendo em vista que no

qubit gy é o controle e o ¢; o qubit alvo.

Figura 4: Porta CNOT

do —9—

q1 —,—

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Assim, segue com mais detalhes as portas quanticas utilizadas nesse trabalho.

2.4.3.1 Porta Hadamard (H)
A porta Hadamard (H) ¢é considerada como fundamental. Através dela é possivel
obter um espago entre os polos da esfera de Bloch (figura 5) e ainda realizar uma super-

posicao dos estados |0) e |1). Além disso, a porta H é representada pela matriz conforme

a equacao 28 (QISKIT, 2021).

1

V2

Desse modo, a performance da porta H é caracterizada pela equacao 29,

11 ] 28)

1 -1
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Figura 5: Resultado da porta H na esfera de Bloch.

qubit 0
o)

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

o) = ) = U
v2 (20)
0) — 1)
V2
Com isso, podemos notar a atuacao da porta H retratando a superposicao entre
os estados |0) e |1) em dois qubits por meio dos pacotes do Qiskit. Para isso, temos:

1 from qiskit import *

H1)=|-) =

> circuit = QuantumCircuit (2)

3 circuit.draw(output = ’mpl’)

no qual, cada comando apresentado executa:

e from qiskit import * — importa todos os pacotes do Qiskit;

e QuantumCircuit(2) — inicia um circuito quantico de 2 qubits e relacionando a
variavel circuit;

e circuit.draw(output = ‘mpl’) — desenha o circuito.

Resultando na figura 6.

Figura 6: Representagao de 2 qubits no circuito.

Qo ——
g1 —

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)
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Para aplicar a porta H no qubit ¢y e ¢;, dispomos:

I circuit.h([0,1])

2 circuit.draw(output = ’mpl’)

e circuit.h([0,1]) — cédigo para adicionar a porta H aos qubits gy e ¢; no circuito.

resultando a saida denotada pela figura 7,

Figura 7: Porta H empregada no qubit gy e no qubit ¢;.

o — H —

g1 — H —

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Assim, realiza-se a medi¢ao no qubit ¢g e no qubit ¢; representada pela figura 8.

1 circuit.measure_all ()

> circuit.draw (output = ’mpl’)

Figura 8: Medicao no qubit ¢g e ¢;.

Qo — H

g1 — H

meas

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Assim, para obter o resultado final é feito a aplicacao desse circuito em um simu-

lador quantico reexecutando 1024 vezes.

I simulator = Aer.get_backend(’qgasm_simulator’)
> result = execute(circuit, backend = simulator, shots = 1024) .result ()
3 counts = result.get_counts ()

1 print (counts)
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no qual,

e simulator = Aer.get_backend(‘qasm_simulator’) — executa um resultado por meio

de um simulador quantico, o qual foi escolhido o Qasm que contém 32 qubits na sua
configuracgao.

Este resultado executado no backend do simulador Qiskit Aer denota saidas sem
ruidos. Dessa maneira, o provedor Aer da IBM dispe de uma gama de backends de

simuladores de alto desempenho a fim de serem utilizados em simulagoes quanticas.

Resultando em,

‘01" : 281, 11" : 254,00’ : 240, ‘10’ : 249 (30)

e em grafico designado na figura 9, em que,

1 from giskit.tools.visualization import plot_histogram

2> plot_histogram(counts)

e plot_histogram(counts) — exibe em um histograma os dados mostrados em 30.

Figura 9: Resultado da medicao dos qubits qq e ¢;.

0.32
0274
0.248
0234 0.243
0.24 1
[14]
o
=
S 0.16 1
8
£
0.08 1
0.00
s S < ~

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Mostrando assim, a superposicao de estados por intermédio da porta H. Ademais,
essa explanacao usando os pacotes do Qiskit podem ser feita por manipulagoes de matrizes.

A vista disso, considere um exemplo com 2 estados:

1) = [0) @ 10) (31)
empregado a porta Hadamard na equagao 31:
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H®H|a)=H|0)® H|0) (32)
que pode ser reescrito usando as propriedades de produto tensorial, assim temos:

H® |on) = HZ'|0)®" = (H |0))*’ (33)

Desta forma, substitui-se os dados da matriz da porta H e do estado |0),

(G0

resolvendo o produto entre as duas matrizes, tém-se que:

2 2

® ®
1({1.1+ 1.0 11 1
H Joy) = - i =5 =5
2\1.1- 1.0 2\ 1 2

que resulta em:

1 1 0 0 0
2 1] 1 1 0 1 0 0
H® e} = — = — _|_ + +
=31, 21| o 0 1 0
1 0 0 0 1
ou ainda,
o2 1 1
H® Jaq) = 5 {]00) +101) + [10) + 11)] = S {|0) + [1) + [2) + [3)]

denotando a superposicao de estados.

2.4.3.2 Porta NOT (X)
A porta X ou Pauli-X (QISKIT, 2021) é descrita pela matriz exposta na equacao

0 1
X:[lO] (34)

Para mostrar a atuacao desta porta, basta aplicd-la em um estado, como por

o[22

31

34.

exemplo:



1

2

N

0
1
Dessa maneira a porta X altera a amplitudes dos estados |0) e |1). Além disso, é

1
Considerando que os estados |0) = 0 eoll) =

possivel atestar a acao desta porta por meio do pacote do Qiskit. Veja,

Para a aplicacao da porta X, é utilizado:

circuit.x ([0])

circuit.draw(output = ’mpl’)

em que,
e circuit.z([0]) — emprega a porta X no qubit gp.

exibindo como saida a figura 10,

Figura 10: Aplicacao da porta X no qubit gq.

T -

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Pela esfera de Bloch pode ser visto essa mudanga de amplitude (figura 11),

from qiskit.visualization import plot_bloch_multivector, plot_histogram
circuit.save_statevector ()
gqobj = assemble(circuit)

state = simulator.run(qobj).result().get_statevector ()

5 plot_bloch_multivector (state)

Figura 11: Esfera de Bloch denotado a atuacao da porta X no estado |0).

qubit 0
o)

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)
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2.4.3.3 Porta de Fase (P)
A porta de fase (P) executa uma rotagdo em direcdo ao eixo Z em rela¢do ao

nimero real § (QISKIT, 2021). A sua representagao matricial é designada na equagao 35.

P(6) = [ by ] (35)

0 ei@

com 6 = 3—’; = 5=1, sendo y a numeracao do qubit onde a porta P for aplicada.

Além disto, a representacao da porta P no Qiskit é mostrada na figura 12.

1 circuit.p(2*pi,0)

2 circuit.draw(output = ’mpl’)

Levando em conta que,

o circuit.p(2*pi,0) — emprega a porta P no qubit gy com um valor especifico para a

rotacao.

Para essa apresentacao foi empregado a porta P no qubit ¢y, com isso y = 0.

™

Fazendo a substituicao em 0 = &5 = 27, entao na figura 12 é mostrado esse valor

especifico de rotacao.
Figura 12: Representacao da porta P no Qiskit.

q —

=]
an

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

2.4.3.4 Porta de Fase Controlada (CP)
A porta CP é uma porta quantica diagonal e simétrica que necessita de dois qubits

de controle (QISKIT, 2023). A sua matriz se encontra designada na equagao 36.

CP(0) = (36)

S O O =
o O = O
_ o O

ei@

)

com 0 = g—’; = 5,-1, sendo y a numeragao do segundo qubit controle onde a porta

P for aplicada.
No Qiskit (figura 13),
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1 circuit.cp(pi,1,0)

> circuit.draw (output = ’mpl’)

e circuit.cp(pi,1,0) — aplicacdo da porta CP nos qubits gp e ¢; com um valor de fase

igual a 7.

Figura 13: Representacao da porta CP no Qiskit.

o —§—

B iml

qp —o—

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

As portas controladas sao construidas a partir da juncao da matriz identidade, uma
porta quantica a ser escolhida pelo usuario e os espagos vazios que restarao na matriz serao

completados com o nimero 0. Tendo em vista esse fundamento, a porta CP sera:

1 0 10
P<9):[0 ei"] ¢ ]1:[0 1]

deste modo,

1 00
010
CP(9) =
0 0 1
00 0 e
portanto,
r o
CP(0) = [ 0 [eio] (37)

2.4.4 Transformada Quéantica de Fourier (QFT)

Na computagao usual é empregada em diversas situacoes a transformada de Fourier,
como por exemplo no tratamento de sinais e interpretacao de dados. A QFT* é a descricao

quantica da DFT® (Transformada Discreta de Fourier) acerca das amplitudes de uma

“Do inglés “Quantum Fourier Transform” (QFT).
Do inglés “Discrete Fourier Transform” (DFT).
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funcao de onda. A mesma se encontra presente em diferentes algoritmos quanticos como
o de fatoracao apresentada por Peter Shor (QISKIT, 2022).

Assim sendo, a DFT é descrita por:

1 2miqf
yf:\/ﬁzmqe N (38)

que opera em um vetor (zo, ..., zxy_1) e relaciona a um vetor (Yo, ..., yn_1)-
De modo igual, a transformada quantica de Fourier opera em um vetor nomeado

de estado quantico,

X) =31, g

correlacionado a um estado quantico,

vy =S x |f) (30)
£=0

Fazendo uso da equacao 38 e substituindo-a na equacao 39 obtém-se,

N—-1N-1

Porr = %N SS T EH ) (dl

q=0 f=0

que pode ser expressado em uma matriz unitaria ou nessa seguinte especificacao,

e v |f) (40)

2.4.4.1 Funcionamento

A QFT pode ser considerada como uma funcao que transforma e opera por meio
de duas bases: a base computacional (Z) e a base de Fourier (QISKIT, 2022). A porta
Hadamard atua em um tnico qubit na QFT e converte os estado da base Z |0) e |1) para

os estados de base X [+) e |—). A vista disso, podemos descrever que,

|base Z) ot |base de Fourier)
4
QFT|z) = |7)

2.4.4.2 Contagem na base de Fourier

Na base computacional é acomodado nimeros na forma binaria por meio dos es-
tados |0) e |1)°.

6Veja a representacio da oscilagdo da frequéncia entre os qubits em: (https://qiskit.org/textbook/
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E possivel constatar que a oscilagao na frequéncia dos qubits, contando da esquerda
para direita, altera 1 incremento.

Assim, na base Fourier guardamos os numeros conforme as diversas rotacoes em
volta do eixo Z7. Ademais, as frequéncias oscilam de baixas para altas, sendo contadas
também da esquerda para a direita.

O numero a ser guardado especifica o angulo em que o qubit percorreu ao redor
do eixo Z. Nesse contexto, o estado |0) os qubits se encontram no estado |+) (QISKIT,

2022). Entao, para codificar o estado |5) em 4 qubits é necesséario girarmos o qubit mais

5

a esquerda, 2% para n = 4 resultando em, 5; = 1% voltas completas.

2.4.4.3 12 Caso: 1 qubit de entrada
Agora, veja a atuacao do operador DFT em apenas um estado que é definido de
forma geral pela combinacao dos vetores |0) e |1) (QISKIT, 2022),

¥) = a0) + 5 [1) (41)

em que « e 3 sao nimeros complexos. Em tal caso, o = o, 21 = 8 e N = 2. Recorrendo

a equacao 38 e substituindo os dados acima, temos:

2miqf

1
1
—_ — T,€ 2
yr \/5 ;:0: q

expandindo o somatorio,

= —x9+ —=x1€
SARRVORLVo A
para f =0,
1 1 1
=—x0+ —=11 = —(a+
Yo \/§o \/51 2( 6))
e para f =1,

1 1 .
= —x0+ —=11™
n=pt e

aplicando a féormula de Euler caracterizada por,

e = cos(x) + isen()

entao,

ch-algorithms/images/zbasis-counting.gif)
"Veja o angulo formado em volta do eixo Z em: (https://qiskit.org/textbook/ch-algorithms/images/
fourierbasis-counting.gif)
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e'™ = cos(m) +isen(mw) = —1

assim, a equagao 42 ficara,

Y1 = %(0‘ - B)
portanto, o estado final é,
Dprr = —=(a+ 8)[0) + —=(a — B) 1) (43)
DFT = NG o 7 Q@

que resulta do mesmo modo se fosse empregado a porta Hadamard no estado geral na

Equagao 41. De fato, sabemos que,

|o>:[;]e|1>:[?] (44

1 1 1 1 1 1 1 0
woegly W)l AL
que sucede em,
1 1 1 1
|@>=aﬁ[1]+%[_1] (45)

e sabemos ainda que a soma desses dois vetores |0) e |1) é,

S
o[ e

fazendo a substituicao das equagoes 46 e 47 na equacgao 45:

0

0)+ 1) = )

+

0

e a subtracao,

1 1
V) = —«a||0) + [1)] + —=3]]0) — |1
9) = —all0) + 1)) + Z=A(10) = 1)
aplicando a propriedade da distribuicao,

1

1
V) = —=[al0) + a[1)] + NG

V2

organizando os termos semelhantes,

[610) = £[1)]
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1
W) = ﬁ[(a +6)10) + (a = p) [1)]

0 mesmo que se encontra na equacao 43. Dessa forma, esse novo estado pode ser descrito,

|0) = alo) + B1)

Logo, nota-se a atuacao da porta Hadamard na aplicacao da DFT para N = 2 nas

amplitudes de um estado geral.

2.4.4.4 A QFT

A QFT para valores maiores que 2 devera ser admitido N = 2", diante disso,

a QFTy operando em um estado |¢) = |g1...qn) 0 qual ¢; é o qubit mais significativo,

detemos agora um implemento na equagao 40 (QISKIT, 2022),

1 2miqf
QFTN|q) = —= e ¥ |f)
VN =
com N = 2",
2" —1
1 2mifq
QFTN|q) = e |f)

conhecendo a notacao binaria fracionaria que é dada por:

_ AR

entao,
2" —1
1 e nJy
QFTN ’q> = ﬁ ~ 62 q[zy71 2y] ’flfn)
f=0
que pode ser reescrito como,
1 2"—1 n amiaf
7igfy
QFTyla)=—= > [e # Ifi-fo)

V2n

tendo em vista, o que foi feito no Exemplo 1, reescrevemos a equacao,

f=0 y=1

1 (% (|O> + 27iq
[ 2Y
V2" y=1

QFTN|q) =

1)

expandindo o tensor,



QFTylg) = —=[(0) + %

2.4.4.5 Construcao do Circuito para implementar a QFT

1)@ (|0) + e 22 1) @ ... ® (|0) + e 3 [1))]

O circuito que implementa a QFT é constituido por duas portas quanticas, a porta
Hadamard apresentada na equagao 28 e a porta controlada de fase denotada na equagao
36 (QISKIT, 2022). Assim sendo, a equagao 48 e a equacao 42, mostra a aplicacao da
porta Hadamard. Tendo em vista, o caso descrito na Subsecao 2.4.4.3 para um unico

qubit (n = 1), o operador H |g,) serd,

1 2miqy

\/5(!0>+€ > [1) (49)

logo, para fazer a implementagao da QFT para um estado |¥’) com n qubits |goq1¢2--.qn)

H|q,) =

(figura 14) basta seguir as etapas abaixo:

V) = 1) © .. @ |g2) © [q1) ® |qo) (50)
Figura 14: Implementacao da QFT para n qubits.

H

Yo

CPy

7] H
CP, CP,

On H
CP, CP, CP,

Fonte: (Elaboragao prépria.)

1. Aplique a porta Hadamard no primeiro qubit |gp). Assim, o estado serd convertido

de acordo com a equagao 49,

1 27d
|90) = Ho |q0) = EU@ +e 2 |1)]
2. Apés isso, aplica-se a porta controlada de Fase retratada pela equacao 37 no qubit
|90) € |q1), entdo para esse caso,
2w

consequentemente, temos a matriz da porta controlada de Fase P para esse contexto,
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27 I o
CP<§>:[oeﬁ?] oy

sabendo que |0) e |1) sdo, respectivamente ao descrito na equacdo 44, dispomos:

oea[l
V2 0 1 0 et

calculando o produto tensorial,

| > . 1 ]I + 2miqq O
—— e 2 2miqq
1 V2 0 e 2!

e que,
0 2mig | 0
T = 2
6221q1 ‘ 1
entao,
]_ ]_ 2miqq 2miqq 0
lg0) — — +e 2z e 2 (52)
V2|0 1
portanto,

1 27Tiql 27'('qu
b = 5 [10+ exp (2524 250 )y

. Novamente, aplica-se a porta controlada de Fase nos qubits |qo) e |g2),
2w
22

a matriz da porta controlada de Fase tornar-se-4,

2m I o0
P vy - . 2mqo
C ( 22 > [ 0 612272 ]

substituindo na equagao 52,
27iqy  2miqq O ]I O
+e 2 e 2 X 27qo
1 0 =2

y=2=10=

1

IWH%[

resultando,
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0

1 2miqg  2miqy  27igy 0
|q0> —_ +e 2 e 21 ¢ 22
V2 1

por fim,

2miqy  2miqr  2miqq

|qo>l—>%{]0>+exp( e T )\1)] (53)

. Depois, aplica-se a porta controlada de Fase no tltimo qubit, correspondendo aos

seguintes qubits de controle, o |qo) € o |g,). Para isso,

2w
=n=0=_—
y=n on

assim, substitui-se na matriz da porta controlada de Fase,

2 I 0
CP - - . 2mqn 54
(2n> [ 0 e'2m ] (54)

calculando o produto tensorial entre as equacgoes 53 e 54 ¢é tido a seguinte expressao,

1 2miq, 2miqy  2miqr  2miqq
— 1
lq0) — 7 {\O) + exp ( o Tt T T ) | >} (55)

. Mediante isso, aplica-se a porta Hadamard no qubit |¢;), conforme se apresenta na

figura 14.

1 2miqq

\/5[|0> +e 2 1) (56)

. Realiza o emprego da porta controlada de Fase nos qubits |1) e |2), entao

1) — Hy|lqw) =

2
y:2:>0:2—72r (57)

assim, para a porta controlada de Fase,

2 I 0
CP<?>‘[oe@?] (58)

calculando o produto tensorial entre as equagoes 57 e a 58, conseguimos

1 2miqy 2Ty
i) = 5 10+ exp (22 4 250 ) )

. Em seguida, faz-se o uso da porta controlada de Fase no tltimo qubit. Tendo em

vista, a aplicacdo da porta CP nos qubits |¢1) e |g,), tornando-se em:
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1 2miqy, 2miqs 2Ty
— 1
h = 5 |0 e (22 TR LI o

8. Dessa maneira, é utilizado a porta Hadamard no qubit |gs). A vista disso, resolve-se
o produto tensorial entre a porta controlada de Fase com o qubit posterior, entao
esse processo é realizado até chegar no tltimo qubit, nessa situagdo o qubit |g,).

Logo o resultado da aplicagao da porta H, é denotado por:

1 2miqo

\q2) = Ha|qa) = —2[|0> +e 2" |1)]

assim, a solugdo da CP no qubit |q,) serd:

1 2miqy, 2T
— — |10 1 60
i = 5 [10) +oxp (T 4ot 2 1) (60)
9. Seguidamente, introduz a porta Hadamard no qubit |q,),

g} > Hy |ga) = %nm e ) (61)

Com os resultados obtidos, segundo as equacoes 61, 60, 59 e 55, podemos substitui-

las na equacao 50 para encontrarmos o estado final que denota a aplicacdo da QFT em

um circuito de N = 2" qubits.

1 Tign,
W) = [0} + e

1 2miqy, 2T
|1)]®...®E{|0>+exp< on + ...+ 22 )|1>:|®

1 2miqy, 2miqy  2Tiqq
— 1|0 1
®\/§{\)+exp( n Tt T )\)]@
1 2miqy, 2migy  2miqr  2miqo
— |0 1
®\/§{|>+exp( g Tt T T 1)

Note que o primeiro qubit gy depende de todos os valores dos resultados das en-

tradas dos demais qubits, desse modo o mesmo serda nomeado de qubit mais significativo
em controvérsia aos qubit sucessores (os menos significativos) ¢;...q, que evidencia uma

diminuicao nos valores de entrada.

2.4.4.6 Operador Momento
Para a representagao do operador momento é levado em conta a codificagao em

string binaria da posicao. Sendo assim, temos

[ 1 ¢ 0 D
y=1
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em que ¢ é a transformacao da fase no viés do estado, devido o intervalo de tempo At.

—ik2At

Dessa maneira, a modificacao de fase e possui de uma a duas aplicacoes de qubits

que comutam, percebidos na ampliacao da equagao 62. A vista disso, é feito a substituicao

da equacio 62 na exponencial e~ **A,
. N2
e IPAL exp ¢ —iAt |— #% (1 + ; 2nY Zy>
reescrevendo-a,
e AL — exp 2;T¢_3 (1 +) 2 5y> (63)
y=1

esse caso necessita de um qubit adicional como auxiliar a fim de realizar as modificagoes
de fase, o qual foi caracterizado por Nielsen (NIELSEN; CHUANG, 2011) de igual modo

retratado na figura 15.

Figura 15: Representacao de um circuito para a implementacao do Hamiltoniano H com
2 qubits de entrada e o qubit |gs) como auxiliar.

Jo

o[}

g2 ep

Fonte: (NIELSEN; CHUANG, 2011).

Considerando o Hamiltoniano H como,
H=2y® 72
e eP como a transformacao de fase para p = —iAtZ. Depois da aplicacao do operador

momento é preciso aplicar a QFT inversa para que o sistema se torne no formato de

coordenadas. Por fim, realiza a medi¢ao em cada qubit.

2.4.4.6.1 Exemplo com 3 qubits
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Para apresentar a atuacao do operador momento com n = 3 o qual é substituido

na equagao 63, como mostra Rodrigues (2018), teremos o seguinte:

aplicando a propriedade de potenciacao,

. 3 3 2
—ik2At _ i 3—y 3—y
e =expq o 1+2) 2 yzy+<22 yzy>

y:l y:l

expandindo os somatdérios,

, ~ o R N2
e AL — oxp {%b 1 +2(4 21422, + Z3) + <4 21 +2 25+ Z3>

}
}

reescrevendo,

. 2
e~ ROt exp {%5 14821 +4 2242725+ ((4 Z1+225) + Z3>

aplicando a propriedade de potenciacao,

6—z‘k2At = exp {%5

ou ainda,

1+ 82, +4 Zy+2 Z3 +(4 2142 Z5)* + 2(4 2y +2 Zo) Zs + 7

}

L {%b 1 +87Z,+4 Zy4+2 Z3+16 Z2 +16(Z, @ Zy)+

+4 73 4+8(2, @ Z3) +4(Z2 ® Z3) + Z§>

logo,

, > 12 17 S
oA _ exp {qu (Zl +§ Za +Z Z3+2(Z) ® Z3)+

~ ~ 1 ~ ~
+(Z1 ®Zg) +§(ZQ®ZS)):|

substituindo ¢ = 7,
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e~ AL exp (m' Z —i—% Z +% Z3 +2mi( 21 ® Za)+
o~ ~ T, 0 -
+mi(Z1 ® Z3) + E(Zz ® Z3))

Para a construcao do circuito os termos 72y, Z, e Z3 sao aplicados na ordem do
qubit menos significativo para o mais significativo empregando a porta de Fase (equagao
35), isto é

Z1 = |qs)
Zy = |qa)
Zs = |qu)

E os termos com (Z, ® Z,,) sdo implementados pela técnica descrita na figura 15,

assim o circuito que representa esse exemplo se encontra na figura 16.

Figura 16: Circuito para o exemplo com 3 qubits de entrada e como qubit auxiliar |g4),
construido no Jupyter Notebook utilizando a biblioteca do Qiskit.

% e

q =2 _
q, - F—

« —O0CCOCOHlOO O OO

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

3 METODOLOGIA

Para a elaboracao deste trabalho foi realizado um estudo tedrico sobre a discre-
tizacao de Equagoes Diferenciais e a equagao de Schrodinger. Posteriormente, foi estudado
a implementacao das QFT, QFT~' e o operador momento. Finalmente, foi feito a im-
plementacao dos circuitos quanticos para a equacao de Schrodinger em especial, para a
particula livre no simulador Qasm e depois no computador quantico Oslo de 7 qubits.
Com isso, foi realizado a andlise dos resultados obtidos e a comparacao do histograma em

ambos 0s casos.
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1

4

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A simulagao da equagao de Schrédinger em um computador quantico é estruturada

a partir dos seguintes topicos:

1. Inicializa os estados;

2. Emprega a QFT segundo a Subse¢ao 2.4.4.5 para tornar o sistema conforme a ca-

racterizacao do momento;
3. Aplica o operador momento conforme foi apresentado na Subsecao 2.4.4.6;

4. Realiza o uso QFT inversa no circuito com o intuito de restituir o formato de

coordenadas.

Desse modo, esses pontos sao representados igualmente na figura 17.

Figura 17: Diagrama do circuito para a implementagao da equacao de Schrodinger, tendo
em vista o qubit |g,) como qubit auxiliar para a aplicagdo do operador momento.

Jo

a1

140

qz

OVIAVZITIVIDINI
VSH3ANI 140

On

O1N3INOW HOAvVyH3dO

Fonte: (Elaboragao prépria.)

Com isso, para a solucao da equacgao de Schrodinger para a particula livre segue-se
as etapas acima. Entao, realizando a inicializacao dos estados com o intuito de preparar

os qubits em um estado especifico. Para isso, temos o seguinte cédigo apresentado por
Abouelela (2020),

from qiskit importx*
import matplotlib.pyplot as plt
import math

from math import pi

5 import numpy as np

6

7

from giskit_finance.circuit.library.probability_distributions import
NormalDistribution

from qiskit import IBMQ, BasicAer
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¢ from qiskit import QuantumCircuit, ClassicalRegister , QuantumRegister,
execute

9 from qiskit.visualization import plot_histogram

em que,

e import matplotlib.pyplot as plt — é um comando para importar as bibliotecas de

construcao de graficos no Python.
e import numpy as np — é uma biblioteca utilizada para operar com matrizes.

o qiskit.circuit.library. NormalDistribution — esse cédigo tem como objetivo codifi-
car uma funcao discretizada em amplitudes de qubits. A funcao de densidade de

probabilidade dessa distribuicao é designada por,

]P): 1 67(%)2
oV 2

(64)

Sendo assim, a quantidade de qubits usada nesse exemplo é n = 6 entao 2" =
20 = 64 estados possiveis. Em um intervalo de —2 < 2 < 2 com = 0 e 0 = 04
(ABOUELELA, 2020), com os dados substituidos na equacao 64, temos:

1 x = np.linspace(-2,2, num=64)

storage_for_normalisation = []

Normalisation_wavefunction = (1/(np.sqrt(2*np.pi) *2x0.4)*np.exp(-(0.5%*x
*%2) /(2%0.016)))

¢ Normalisation_Constant = np.sqrt(np.sum(np.abs(

Normalisation_wavefunction**2)))
s waveFunction = (Normalisation_wavefunction)/(Normalisation_Constant)

10 print (waveFunction)
11 plt.plot(x,waveFunction)
12 plt.show ()

Por consequéncia disso, a probabilidade dos 64 estados descreve e denota como
saida a figura 18.

Apos isso, € realizado a implementacao da QFT e na sequéncia adi¢ao da porta
X caracterizada pela matriz que se encontra na equacao 34 no qubit mais significativo
com o proposito de alinhar a atuagdo do momento no estado |0) que correspondera ao
mesmo alinhamento quantico para a frequéncia em volta de zero em uma DFT. Assim,
podemos generalizar a QFT algebricamente (RODRIGUES, 2018), considerando também

o exemplo feito na subsegao 2.4.4.5.

47



Figura 18: Resultado da inicializacao da solugao da equagao de Schrodinger para uma
particula livre com n = 6 qubits.
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Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

QFT = Xy H, ... C Py, Hy (65)

com ¢ = 5= segundo a porta controlada de Fase 36. Para este caso, foi utilizado seis

qubits e um qubit auxiliar. Sendo assim, por meio da equacao 65, é obtido:

QFT = HyCPiay, CP(s) CPzy CPpsy CP(x)

2 )02 4/03 8 /04 16 /o5
H,CP .. CP.n CP.\ CP.

10 (5)120 Z>13C §)14C (TG)IS
imﬁ)mﬁ)m@)

4 /23 8 /24 16 /25 (66)

HsOF)  CFz),,
H,CP, .

4C (ﬁ)z;s

Por meio dos dados da equacao 66 é possivel construir o circuito da QFT. Inicial-
mente, escreveu o algoritmo com a variavel circuit solicitando um sistema com 7 qubits e

7 bits, seguidamente os comandos abaixo apresentam o desenho desse circuito.

1 circuit = QuantumCircuit (7,7)

2> circuit.draw(output = ’mpl’)

Considerando os respectivos valores de # vistos na equacao 66 foi viavel escrever o

codigo para a QFT®. O desenho desse circuito é mostrado na figura 19.

8A  programacio da QFT se encontra em: (https://github.com/lilianasouz/QFT /blob/
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https://github.com/lilianasouz/QFT/blob/4ce3bf1674810c2a38aa1262a78bcc0094a38af1/QFT.ipynb
https://github.com/lilianasouz/QFT/blob/4ce3bf1674810c2a38aa1262a78bcc0094a38af1/QFT.ipynb

Figura 19: Circuito da QFT para 6 qubits.
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Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Depois da QFT é realizado a implementacao do momento conforme foi descrito
na Subsec¢ao 2.4.4.6.1. Assim, utilizando a equacao 63 para n = 6 considerando que y

iniciard em 0 teremos,

. n—1 2
—q 2 Z(b n—1)— -
e koAt = exXp W (1 ‘|‘ Z 2( 1) Y Zy) (67)
y=0
entao,
" 5 2
—ik2At [ 5—y rr
= —/ |1 207V 7 68
e exp 512 ( + yz% y) (68)
aplicando a propriedade de potenciacao,
i 5 ~ 5 \?
—ik2 At 5— 5—
= — |14+2 207V 7 207V 7 69
e exp 512 + ; y T (; y) (69)

expandindo os somatérios,

4ce3bf1674810c2a38aal1262a78bcc0094a38afl /QF T.ipynb)
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e~ RAt — v {5% {1 +2(32 20 +16 Z1 +8 Zy +4 Z3s +2 Zy + Zs)+

+(32 20 +16 Zy +8 Zo +4 Z3 +2 Zy + 25)2} }

ainda,

e~ _ oy {% [1 464 Zo 432 7y +16 Zo +8 Zy +4 Zy 42 Zs)+

+ (3220 +16 Z, +8 Zo) + (4 Z3 +2 Z4 + Z5))?

(.

-

()

resolvendo apenas o termo denominado de (1),

(1) =[(32Z0+16 Zy +8 Zs) + (4 Z3 +2 Zy + Z5)|* = (32 Zy +16 Z, +8 Z5)*+
+2(32 Zy +16 Z1 +8 Zo) (4 Z3 +2 Zy+ Z5) + (4 Zs +2 Zy + Z5)?

reescrevendo,

(I) = (32 2y +16 Zy) + 8 Zy)*+

(64 Zg+32 2y +16 Z5) (4 Z3 +2 Zy + Zs) + [(4 Zs +2 Z4) + Zs)?

aplicando a propriedade de potenciacao e a distributiva,

(1) = (32 Z0+16 Z1)? + 2(32 Zy 416 Z1)8 Zy +64 72 +
+256(Z0 ® Zs) + 128(Z0 ® Za) + 64(Z0 ® Z5)+
+128(§1 ® 53) + 64(51 ® 24) + 32(51 ® 55)+
+64(§2 ® 53) + 32(52 ® 24) + 16(52 ® 55)+

(4 2342 7,)* + 24 Zs +2 Zy) Zs + 72

logo,

20

(70)

(73)



(1) = 1024 22 +1024(Z0 © 71) + 256 Z2 +512(Z0 © Za) + 256( 71 @ 7o) + 64 72 +
1256(Z0 @ Zs) + 128(Z0 @ Za) + 64(Zo © Zs) +
V198(2, ® Zs) + 6A(Z, @ Zy) + 32(Zy @ Zs)+ (75)
64(Zs © Zs) + 32(Zo ® Z4) + 16(Z2 @ Zs)+
+16 ZE +16(Z1, ® Zl) +4 Zif —|—8(Z} ® 25) + 4(21 ® 55) + ZA§

substituindo o resultado de (/) na equagao 71, tem-se:

- {5% [1 64 Zo +32 2y +16 Zy +8 Zy +4 Z4 +2 Z5)+

11024 Z2 +1024(Zo @ Z1) + 256 Z2 +512(Zy @ Zo) + 256(Zy @ Zs) + 64 Z2 +
1256(Zo ® Zs) + 128(Zo @ Za) + 64(Zo ® Zs)+
+128(21 ® Z3) + 64(Z1 @ Zy) + 32(Z1 ® Z5)+

H64( 2y @ Z3) + 32 Za ® Z4) + 16(Zo @ Zs)+

}

o . . . . . 1
fazendo ¢ = 7 e aplicando a propriedade distributiva no valor 5 para todos os termos,

ficamos com o resultado final:

+16 Z5 +16(Z3 @ Zy) + 4 Z; +8(Z3 @ Zs) + M Za @ Zs) + Z3

_ik2At ™, mS w5 wS,  TmS WS
_ My Mty My ™z ™y
€ XD |G A0t g A1t gy L2t Ae g At ogg A

v
2
)
4

™, 2 ~
+§(Z2 ® Z3) +

)
4 8
T ~ T, O ~

§(21 ® Zy) + 1—6(21 ® Zs)+
™, 0 ~ v
707 =
16( 2 ® 4)+ 32(

T, 2 ~
—(ZsQ 7
—|—32( 3®Zy) +

o5 Nl > 5 > 5 Lo oo
12mi(Zo @ Zh) + mi(Zo ® Zs) + —(Zo R Z3) + —(Zo @ Zy) + 7T—(ZO ® Zs)+
TS o S -
+5 (210 2s) + (21 © Zy) +
L (77)
Zy ® Zs)+

T

64

w0 ~
+ @(24 ® Zs)

(Z3® Zs)+

A partir dos dados obtidos na equagao 77 é possivel construir o circuito do momento
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para 6 qubits? (figura 20).

Figura 20: Circuito para o Operador Momento com 6 qubits, considerando o qubit |gg)
como qubit auxiliar.
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Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Por conseguinte é necessario aplicar a QFT inversa. Para isso, faz-se uma modi-

ficacao nas posigoes das portas da QFT mostrado na figura 2

119,

Realizando a inicializagao nos qubits qo, q1, g2, g3, g4 € g5 exposta pela figura 22.

9A programacdo para a implementacio do momento em 6 qubits se encontra em:

(https:

//github.com/lilianasouz/Momentum_Operator/blob/fad5e4b658646c¢79al8ece97db0289¢235d5668d/
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N

Figura 21: Circuito com 6 qubits para a QFT inversa.

qz
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qa
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Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

circuit.data = []
circuit.initialize(waveFunction, [[0],[1]1,[2]1,[3]1,1[4]1,[511)

Ademais, é feito a medicao em cada qubit que pode ser visto na figura 22.

circuit.barrier ()

> circuit.measure ([0],[0])
circuit.measure ([1],[1])
circuit.measure ([2],[2])
5 circuit .measure ([3],[3])
; circuit.measure ([4],[4])

circuit .measure ([5], [5])

circuit.draw(output = ’mpl’)

momentum.ipynb)
0A programacao da QFT~! estd disponivel em: (https://github.com/lilianasouz/INVERSE_QFT/
blob/15794efc7c6e2677fledfadbd175ee3abcfl91a4/INVERSE%20QF T .ipynb)
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Figura 22: Circuito finalizado para a solucao da equagao de Schrédinger para uma
particula livre.

ds

Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)

Por fim, foi realizado a aplicagao do circuito no simulador Qasm com uma re-
execucao de 20000 shots, o qual resultou como o esperado uma representacao para a

solugao da equacao de Schrodinger da particula livre (figura 23).

backend = BasicAer.get_backend(’qgasm_simulator’)

shots = 20000

results = execute(circuit, backend=backend, shots=shots).result ()
answer = results.get_counts ()

plot_histogram(answer, title = "Particula Livre", figsize = [10,8])

Figura 23: Resultado do circuito no simulador Qasm.
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Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit)
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Executando esse mesmo circuito no computador quantico Oslo, em que é necessario,

inicialmente acessar a conta no IBMQ), que pode ser feito por meio do cédigo abaixo:

IBMQ.load_account ()

Selecionar o computador quantico Oslo,
device = provider.get_backend(’ibm_oslo’)
device.status () .to_dict ()

E executar o circuito 20000 vezes também,

job = execute(circuit, backend = device, shots = 20000)
print (job.job_id ())
from qgiskit.tools.monitor import job_monitor

job_monitor (job)

result = job.result ()
plot_histogram(result.get_counts(circuit), figsize = [15,8])

Com isso, na figura 24 é denotado o resultado da solucao da equagao de Schrédinger
para uma particula livre no computador quantico Oslo. Desse modo, é possivel notar a
diferenga entre os dois resultados, simulador (sem ruidos) (figura 23) e um computador

quantico real (diversidade de ruidos).

Figura 24: Resultado do circuito no computador quantico Oslo.
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Fonte: (Elaboragao prépria por meio da biblioteca Qiskit

Desse modo, a implementacao de circuitos em computadores quanticos sao sujeitos
a ruidos ocasionando mudangas no estado do qubit.
Nos computadores quanticos da IBM os erros aumentam conforme a quantidade

de portas utilizadas no circuito.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi estudada a implementagao da solu¢ao da equagao de Schrodinger
para um sistema que descreve uma particula livre. Para a implementacao, foram utilizados
o simulador Qasm de 32 qubits e um computador quantico de 7 qubits, ambos disponi-
bilizados pela IBM. Para a realizagao desse estudo, conceitos de algebra linear, mecanica
quantica, computacao classica e quantica foram revisados. Utilizou-se como base de com-
paracao, resultados da literatura acerca da solucao da equagao de Schrodinger através da
computacao quantica.

Enfrentou-se algumas dificuldades, porque na literatura ha uma falta de detalhes
acerca dos passos a serem seguidos durante a implementacao, no entanto, todas elas foram
superadas e cada passagem foi entendida e descrita em detalhes.

Entender problemas simples nos ajudam a aprender o método a ser aplicado no
computador quantico e nos proporciona confianca acerca de estudos de problemas mais

complexos, como sistemas de atomos com muitos elétrons, por exemplo.
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