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RESUMO

Neste trabalho, pretendemos investigar contetidos relacionados a Teoria dos Nimeros contribuem
para preparar estudantes para a OBMEP (Olimpiadas Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas). Para isso, fizemos uma investigacdo de quais conteidos sdo abordados com mais
frequéncia em provas da OBMEP, em seguida, elaboramos um pequeno questiondrio e aplicamos
a estudantes do ensino médio. De posse das respostas dos questiondrios, fizemos uma anélise
sobre como os estudantes entendem estes conteidos e relacionamos com a preparacdo deles a
OBMEP. Com isso, pretendemos investigar se a abordagem nas escolas dos contetidos serve

como preparacao adequada dos estudantes para a OBMEP.

Palavras-chave: 1. Teoria dos Numeros, 2. OBMEP, 3. Ensino



ABSTRACT

In this work, we aim to investigate how topics related to Number Theory contribute to preparing
students for the OBMEP (Brazilian Mathematics Olympiad of Public Schools). To achieve this,
we conducted an investigation into which topics are most frequently covered in OBMEP exams,
and then we developed a small questionnaire that we administered to high school students. Based
on the questionnaire responses, we analyzed how students understand these topics and related it
to their preparation for the OBMEP. With this, we intend to explore whether the way these topics

are taught in schools serves as adequate preparation for students for the OBMEP.

Keywords: 1. Number Theory, 2. OBMEDP, 3. teaching.
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1 INTRODUCAO

A Matematica, enquanto disciplina fundamental, desempenha um papel crucial na for-
magdo académica e no desenvolvimento de habilidades criticas nos estudantes. Entre as diversas
areas dessa ciéncia, a Teoria dos Nimeros se destaca por sua riqueza conceitual e suas aplicacdes
praticas. Esta drea da Matemadtica, que investiga as propriedades e relacdes dos nimeros inteiros,
¢ um dos pilares do conhecimento matemético e tem sido objeto de estudo desde a antiguidade.
Filésofos e Mateméticos como Euclides e Fermat contribuiram significativamente no campo da
Matematica, com conceitos que sao fundamentais para a formac¢do de um raciocinio logico e
analitico (SANTOS, 2020).

O Indice de Desenvolvimento da Educacdo Bésica (IDEB) € um importante indicador
da qualidade da educacdo no Brasil, considerando a taxa de aprovagdo e o desempenho dos
alunos em avaliacdes externas. Em 2021, a média nacional do IDEB para o Ensino Médio foi de
3,9, enquanto no Maranhdo os indices foram inferiores, com 3,5 e em Estreito-MA essa média
se manteve para o Ensino Médio. Esses nimeros revelam a necessidade urgente de melhorias,
especialmente em Matematica, onde apenas 3,5% dos alunos do Ensino Médio alcangaram
aprendizagem adequada. Portanto, a relacio entre o IDEB e o ensino de Matematica destaca a
importancia de politicas publicas que priorizem a capacitagdo docente e a disponibilizacdo de

recursos adequados, visando elevar a proficiéncia nessa disciplina (NATURA, 2021).

Nos ultimos anos, o ensino de Matematica no Brasil tem enfrentado desafios significati-
vos, especialmente no que diz respeito a motivagdo e ao engajamento dos alunos. A Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) emerge como uma iniciativa vital
para reverter essa situacdo, promovendo a Matemaética de uma forma que instigue o interesse
e a curiosidade dos estudantes. A OBMEP nido apenas oferece uma plataforma para que os
alunos testem suas habilidades, mas também serve como um meio de identificar talentos que, de
outra forma, poderiam passar despercebidos. Além disso, a competi¢cdo fomenta um ambiente
de aprendizado colaborativo e desafiador, onde os alunos s@o incentivados a explorar conceitos

matematicos de maneira mais profunda (OBMEP, 2024a).

Segundo (ARAUJO, 2023), o impacto da OBMEP na formagio matematica dos estudan-
tes € evidente, ndo apenas pelo desenvolvimento de habilidades especificas, mas também pela

promocao de um interesse duradouro na area.

A relevancia da Teoria dos Numeros no contexto da OBMEP € indiscutivel. Questoes
que envolvem numeros primos, divisibilidade e operacdes com nimeros inteiros sdo abordadas
de maneira frequente nas provas, refletindo a importancia desses topicos na formacao matematica
dos estudantes. Assim, a discussdo sobre a Teoria dos Nimeros e sua aplicacdo no ensino de
Matematica se torna ainda mais pertinente, especialmente em um cendério educacional que busca

continuamente melhorar a qualidade do ensino e a formagdo dos alunos. Este trabalho, portanto,
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ndo se limita a uma anélise tedrica, mas busca conectar a Matematica a realidade dos estudantes,

promovendo uma educagdo mais significativa e contextualizada.

O presente trabalho esté dividido da seguinte maneira. No Primeiro capitulo, faremos uma
breve introdugdo do que sera abordado neste trabalho. No Segundo capitulo, sera apresentada
uma revisao tedrica sobre a Teoria dos Numeros, incluindo conceitos basicos como ndmeros
inteiros, nimeros primos, maximo divisor comum (MDC) e minimo multiplo comum (MMC).
Este capitulo também discutird a importancia histdrica e pedagdgica desses tdpicos, preparando

o terreno para sua aplicagdo no ensino.

No Terceiro capitulo, focaremos na Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas
Publicas (OBMEP), explorando seu histdrico, objetivos e impacto no ensino de Matematica nas
escolas. Serdo analisados os tipos de questdes que frequentemente aparecem nas provas € cCOmo

elas se relacionam com a Teoria dos Numeros.

O Quarto capitulo apresentard a metodologia utilizada na pesquisa, detalhando o processo
de aplicacdo do questiondrios. No Quinto capitulo, mostraremos a andlise dos dados coletados e
faremos algumas conclusdes sobre elas. Por fim, no dltimo capitulo faremos nossas consideracdes
finais, além de sugestdes para aprimorar o ensino de Matemaética com foco na Teoria dos

Numeros.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem como objetivo investigar como o ensino de conteudos relaciona-
dos a Teoria dos Numeros contribui para a preparacdo dos alunos para a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), além de analisar as dificuldades enfrentadas pelos

estudantes em relagdo a esses conceitos.

1.1.2 Objetivos Especificos

* Analisar as dificuldades enfrentadas pelos estudantes em relagdo aos conceitos da Teoria

dos Numeros.

» Examinar quais conteidos de Teoria dos Niimeros sao mais frequentemente abordados nas
provas da OBMEP.

* Avaliar o desempenho dos estudantes em problemas relacionados aos conteidos de Teoria
dos Numeros, bem como investigar seu interesse na participacdo e preparacao para as
Olimpiadas Brasileiras de Matemaética das Escolas Publicas (OBMEP).
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2 TOPICOS DA TEORIA ELEMENTAR DOS NUMEROS

A Teoria dos Numeros € uma area fascinante da Matematica que lida com propriedades
e relagdes dos nimeros inteiros, investigando questdes como a natureza dos nimeros primos,
a decomposi¢cdo em fatores primos, as solu¢des de equagcdes em inteiros e as relacdes de
congruéncia. Seu objetivo € descobrir e provar verdades matematicas sobre 0os nimeros inteiros
e desenvolver métodos para resolver probLemas que envolvam esses nimeros. E uma das
disciplinas mais antigas e venerdveis da Matematica, com raizes que remontam aos antigos
babilonios e gregos e que continua a desempenhar um papel central tanto em questdes tedricas

quanto em aplicagdes praticas modernas.

Pioneiros como Euclides, que demonstrou a infinitude dos nimeros primos, e Pierre de
Fermat, conhecido por suas conjecturas e pelo famoso Ultimo Teorema de Fermat, lancaram
as bases para muitos estudos subsequentes. De acordo com (BENATTI; BENATTI, 2019) a
humanidade sempre associou a quantidade hé objetos, e isso surgiu naturalmente observando a

natureza, surgindo assim os nimeros naturais e inteiros e seus respectivos conjuntos entre outros.

O conceito de ndmero desempenha papel fundamental na civilizagdo moderna,
e as ciéncias mais avancadas sdo precisamente aquelas que mais empregam
a linguagem dos nimeros. Alias, a Matemadtica vem se tornando cada vez
mais necessaria em todos os ramos do conhecimento humano, desde a Fisica
a Biologia, bem como nas ciéncias sociais (Economia, Finangas, etc.). Até
mesmo na Psicologia tem sido utilizada com éxito. (FILHO, 1981).

Visto isso, veremos neste capitulo as defini¢des e propriedades elementares da Teoria
dos Numeros. Serdo abordados conjunto dos nimeros inteiros, maximo divisor comum, minimo
multiplo comum, niimeros primos e incluindo o contetido de progressdes aritméticas (P.A) e
Progressdes Geométricas (P.G). Estes conteudos foram escolhidos conforme pesquisa realizada
com os alunos do terceiro ano do ensino médio. Alguns dos conceitos e defini¢des utilizados
neste capitulo, podem ser verificados nos livro (BENATTI; BENATTI, 2019) e (FILHO, 1981).

2.1 Os numeros inteiros

Os nuameros inteiros constituem um dos conjuntos numéricos fundamentais na Mate-
madtica, eles englobam os nimeros naturais, seus opostos negativos e o zero. Formalmente, os
inteiros sdo representados pelo simbolo Z, derivado do termo alemao “Zahlen”, que significa

numeros. O conjunto dos nimeros inteiros pode ser expresso da seguinte forma:

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}. 2.1)

Em Z temos também outros subconjuntos que sdo o conjunto dos inteiros positivos,

também chamado de inteiros positivos, o subconjunto dos inteiros ndo negativos, o subconjunto
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dos inteiros negativos e 0s nao positivos, representados respectivamente por:

Zst = N = {1,2,3,4,5,...}, (2.2)
Zt = NUO = {0,1,2,3,4,5,...}, (2.3)
Zsx~ = {—1,-2,-3,—4,-5,...}, (2.4)
7= = {0,—1,-2,-3,-4,-5,...}. (2.5)

Os niimeros inteiros sdo ndmeros completos e ndo fraciondrios, ou seja, ndo tém partes
decimais ou fraciondrias. Eles sdo adequados para contar objetos inteiros, como pessoas ou
itens. Incluem tanto nimeros positivos quanto negativos, o que os tornam Uteis para representar

situacdes que envolvem geralmente niimeros decimais.

2.1.1 Operacdes com Nimeros Inteiros

Ao operar neste conjunto numérico precisamos lidar com os nimeros negativos e para
isso precisamos dominar os jogos de sinais envolvidos nestas operagdes, entdo vamos ver alguns

exemplos de operacdes neste conjunto para entender como lidar com as operacdes matemadticas.

2.1.2 Adicao de Numeros Inteiros

A adicdo de numeros inteiros segue algumas regras simples: se ambos 0s nimeros tém o
mesmo sinal, vocé adiciona os valores absolutos e mantém o sinal comum. Se os nimeros tém
sinais diferentes, vocé subtrai o menor valor absoluto do maior valor absoluto e usa o sinal do

ndamero com maior valor absoluto.

Ela segue as propriedades:

Comutativa: a+b = b+a, aadigdo de a e b € igual a adicdo de b e a;

Associativa: (a+b)+c=a+ (b+c), aadi¢do de a e b, somada a c, é igual a adi¢do de a

somada a adicdo de b e c;

Elemento Neutro: a +0 = a, a adi¢do de a e 0 € igual a a. Inverso Aditivo: a adi¢do de a e

o oposto de a é igual a O;

Inverso Aditivo: a + (—a) = 0: O inverso aditivo de a € igual a a somado ao seu oposto,

que resulta em zero.
Prova da Propriedade do Elemento Neutro: Para qualquer nimero inteiro

a+0=a. (2.6)

Isso € verdade porque a adi¢do de zero a qualquer nimero ndo altera o valor desse

numero.
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2.1.3 Subtracio de Nameros Inteiros

A subtracdo € a operacdo inversa da adi¢do e segue as propriedades:
Aditivo Inverso: a —a =0,

Complemento Aditivo: a —b = a—+ (—b).

2.1.4 Multiplicacao de Numeros Inteiros

A multiplicagdo envolve a soma repetida de um nimero por outro. Suas propriedades

Comutativa: a-b=b-a,

* Associativa: (a-b)-c=a-(b-c),

Elemento Neutro: a-1 = a,

Distributiva: a- (b+c¢) =a-b+a-c.

Prova da Propriedade Distributiva: Para qualquer nimero inteiro a, b e c:

a-(b+c)=a-b+a-c. (2.7)

Isso pode ser demonstrado expandindo a expressao do lado esquerdo e mostrando que

ela é equivalente ao lado direito.

2.1.5 Divisdao de Nameros Inteiros

A divisdo € a operacdo inversa da multiplica¢do, porém, nem sempre € possivel obter um
ndmero inteiro como resultado, dependendo dos niimeros envolvidos. Para a divisdo, temos duas

propriedades importantes:
1. Divisdo por Zero: A divisao por zero ndo é definida nos nimeros inteiros.

2. Quociente e Resto: Para a e b inteiros, com b # 0, existem inteiros g e r tais que

a=b-q+r,onderéorestoe 0 <r<]|b|.

2.2 Numeros Primos

Os nimeros primos sdo nimeros naturais maiores que 1 que possuem exatamente dois
divisores: 1 e eles mesmos. Eles tém sido objeto de estudo e fascinio por matematicos desde a
antiguidade devido as suas propriedades tnicas e a sua importancia fundamental na Teoria dos
Niimeros e foram estudados pela primeira vez pelos antigos gregos. Euclides de Alexandria, por
volta de 300 a.C., foi um dos primeiros a explorar profundamente as propriedades dos nimeros

primos. Em seu livro "Elementos", Euclides provou que existem infinitos nimeros primos. Sua
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prova € considerada uma das mais elegantes da Matemadtica. Ele mostrou que, assumindo que
existe um numero finito de primos, € possivel sempre encontrar um novo nimero primo nao

incluido na lista original, levando a uma contradicao (AVILA, 2003).

Definicdo: Diz-se que p € Z ¢ primo se existem exatamente dois naturais divisores de p,
nomeadamente 1 e Ipl. Exemplo: 2,3,5,7,11, 13 s@o primos. Os nimeros maiores que 1 que ndao

sa0 primos, como 4, 8,9, 12 s@o chamados de nimeros compostos.

O matematico grego Eratdstenes desenvolveu um método eficiente, conhecido como
"Crivo de Eratéstenes", para encontrar todos os nimeros primos até um determinado limite. Esse
método consiste em eliminar sucessivamente os multiplos de cada nlimero, comegando com 2,

até que restem apenas 0s nimeros primos.

O Crivo de Eratostenes apresentado na figura 1, funciona eliminando os multiplos dos

numeros primos, deixando apenas os nimeros primos. Aqui estd um passo a passo de como ele

funciona:

@06 X6 x @ X X X
11 ¥ 13 M 18 24 17 3§ 19 2K
M 2 23 4 % 26 2 2K 29 3K
31 3% 3% 34 38 3¢ 37 3¢ 39 48
41 32 43 2 25 26 47 48 39 5K
5 5 53 54 5% 5 5 5¢ 59 6K
61 B 63 b4 B8 66 67 68 89 M
71 X 73 M K 6 K 18 79 8€
8( 32 83 B4 88 B4 87 88 89 9K
of 52 93 94 38 96 97 98 99 104

Figura 1 — Crivo de Eratdstenes.
Fonte: https://descompliqueamatematica.com.br/numeros-primos/

Lista Inicial: Comece com uma lista de nadmeros consecutivos de 2 até um ndmero n

desejado.

Primeiro Nimero Primo: O primeiro nimero na lista é 2, que é um nimero primo.

Circule-o.

Eliminar Multiplos: Elimine (risque) todos os multiplos de 2 na lista (ou seja, 4, 6,8, 10,...).

Proximo Nimero Primo: O proximo nimero ndo riscado na lista € o 3, que € um nimero

primo. Circule-o.

Eliminar Multiplos: Elimine todos os mdltiplos de 3 na lista (ou seja, 6,9,12,15,...).
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* Repeticao: Repita os passos anteriores, encontrando o préximo ndmero nao riscado,
circulando-o como um primo e eliminando todos os seus multiplos. Continue este processo

até que voceé tenha circulado todos os niimeros na lista até n.

* Resultado: Os nimeros que ndo foram riscados na lista conforme a figura 1, sdo todos

nimeros primos, pois sio divididos somente por 1 e por eles mesmo.

Os numeros primos continuam a fascinar e desafiar os pesquisadores, com muitas
questdes ainda sem resposta. "A busca pelos nimeros primos € o mais longo passeio que a mente
humana j4 empreendeu. Suas propriedades, aparentemente simples, escondem segredos que

ainda hoje desafiam matematicos do mundo inteiro"(SOUZA, 2020).

2.3 Algoritmo de Euclides

Euclides descreveu o algoritmo em seu famoso livro "Os Elementos", que é considerado
um dos trabalhos matematicos mais influentes da histéria. O algoritmo de Euclides € baseado no
principio de que o MDC de dois niimeros ndo muda se o menor nimero for subtraido do maior

numero repetidamente.

Ao longo dos séculos, o algoritmo de Euclides tem sido amplamente utilizado em diversas
areas da Matematica, como Teoria dos Numeros, criptografia e computacao. Ele € considerado
um dos algoritmos mais antigos e importantes da histéria da Matematica. Desenvolvido por
Euclides por volta de 300 a.C. Segundo (SANTOS, 2020) a maioria dos resultados obtidos estdo
descritos no Livro VII dos Elementos de Euclides, assim esses conceitos sobre MDC e MMC

sao conteuido que fazem parte do ensino basico até hoje.

2.3.1 Maximo divisor comum - MDC
Definicdo: (Maximo Divisor Comum) Sejam d um niimero inteiro positivo (d € Z, d > 0).
Diz-se que d é o mdximo divisor comum de dois inteiros a e b, denotado por MDC (a,b) = d, se
d satisfazer as seguintes propriedades:
(i) dlaed|b;
(ii) Seclaeclb,entdoc|d.

Esta definicdo formal estabelece as condicdes necessdrias e suficientes para que um

nudmero inteiro d seja considerado o méaximo divisor comum de outros dois ndimeros inteiros a e
b.

Exemplo: Sejam a e b € N. Tem-se que:

(i) MDC(1,a) = 1.
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(i) MDC (0,a) = a.
(iii) MDC (a,a) = a.
(iv) MDC (a,b) = MDC(—a,b) = MDC (a,—b) = (—a,—b).
O MDC de a e b, quando existir, serd denotado por MDC (a,b). Para calcularmos o

MDC de maneira eficiente, vamos descrever o chamado algoritmo de Euclides ou algoritmo das

divisdes sucessivas, que se baseia na seguinte simples observacao:
Lema (Euclides): Se a =b-q+r, entdo MDC (a,b) = MDC (b,r).

Demostracao: Se a = b - g + r, entdo qualquer divisor comum de a e b também € divisor

de r, ocorre porque r = b - g e a subtragdo de multiplos ndo altera a divisibilidade.

O algoritmo de Euclides consiste na aplicagdo reiterada do Lema acima onde g e r sd@o
0 quociente e o resto na divisdo de a por b (note que o Lema vale mesmo sem a condi¢ao
0 < r < |b]). Como os restos formam uma sequéncia estritamente decrescente, o algoritmo

eventualmente para quando atingimos o resto 0.

De forma geral de acordo com (SANTOS, 2020), podemos sistematizar o algoritmo,

utilizando o dispositivo abaixo:

q1 q2 q3 o dn—1 dn Gn+1
a |b | ry|re | | Thoo | Tpoy | T = mdc(a,b)
ry | e | T3 | T4 T'n

Figura 2 — Algoritmo de Euclides.

Exemplo 2: Calcule MDC (306,657).

2 6] 14 657 = 2(306) + 45

657 | 306 | 4536 |9 ou 306 = 6(45)+36
45 136 | 9|0 45 = 136)+9
36 = 49)+0

Assim, temos

MDC(657,306) = MDC(306,45) = MDC(45,36) = MDC(36,9) = MDC(9,0) = 9.
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2.3.2 Minimo miltiplo comum - MMC

O minimo miiltiplo comum (MMC) de dois ou mais nimeros inteiros positivos é o menor
numero inteiro positivo que € divisivel por um dos nimeros dados sem deixar resto. De outra
forma, podemos dizer que o minimo multiplo comum de dois ou mais nimeros inteiros € o
menor nimero inteiro que € divisivel por esses nimeros. Se um dos nimeros for zero, 0 minimo

multiplo comum €, por definicao, igual a zero.

Definicao 2: Mais formalmente, seja m o minimo multiplo comum de a e b, temos que:

(1) m € um multiplo comum de a e b;

(ii) se ¢ é um mdltiplo comum de a e b, entdo m|c.

Exemplo 2.3: Encontrar o MMC de 6 e 8.

» Miiltiplos de 6: 6, 12, 18, 24, 30, ...
* Muiltiplos de 8: 8, 16, 24, 32, ...

* O menor ndmero que aparece em ambas as listas € 24, portanto, o MMC de 6 e 8 ¢ 24.

Exemplo 2.4: Encontrar o MMC de 3, 4 ¢ 6.

Multiplos de 3: 3,6, 9, 12, 15, ...

Muiltiplos de 4: 4, 8, 12, 16, ...

Multiplos de 6: 6, 12, 18, 24, ...

* O menor nimero que aparece em todas as listas € 12, portanto, o MMC de 3,4 e 6 € 12.

Demonstracao: Existe uma féormula Matemadtica para calcular o MMC:

b
MMC(a,b) = m, 2.8)

Onde MDC(a, b) € o maximo divisor comum de a e b. Esta férmula funciona porque o MMC ¢é
o menor nimero que € divisivel por ambos a e b e 0 MDC € o maior nimero que divide ambos a
e b. Portanto, dividindo a - b pelo MDC, obtemos o MMC.

Exemplo 2.5: Encontrar o minimo multiplo comum entre 20 e 30.
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20, 30 |2
10, 15 |2
5, 153
5, 515
1, 1

Logo, o MM(C(20,30) sera o produto de 2-2-3 -5, ou seja, 60.

2.4 Progressoes Aritméticas (P.A) e Progressoes Geométricas (P.G)

As progressoes aritméticas (P.A) e Progressdes Geométricas (P.G) sdo conceitos fun-
damentais em Matemdtica, utilizados em diversas dreas da ciéncias e engenharia. Ambas as
progressdes t€m caracteristicas distintas, mais compartilham a capacidade de modelar padrdes e

sequéncias.

2.4.1 Progressoes Aritméticas (P.A)

Definicao: Uma Progressdo Aritmética (P.A) € uma sequéncia numérica onde cada termo, a
partir do segundo, € igual ao anterior somado a uma constante chamada razio (r). Essa estrutura
sequencial permite a previsao de termos futuros e padrdes 16gicos. "Uma Progressdo Aritmética
(PA) é caracterizada por uma sequéncia onde a diferenca entre termos consecutivos é constante."”
(FARIAS, 2020).

O termo geral de uma P.A € dado pela férmula:

ap=a;+(n—1)-r. (2.9

* a, é o termo geral,
* ay é o primeiro termo,
* n € a posi¢do do termo na sequéncia,

* ré arazao.
Exemplo: Considerando a P.A onde o primeiro termo é 2 e a razdo é 3:

e Temos: 2, 5,8, 11, 14, ...

e Calculo do 5° termo:

as=2+(5-1)-3=2+12=14. (2.10)
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A soma dos primeiros n termos de uma P.A é dada por:

Sp==-(ar+ay). (2.11)

NS

e S, é asoma dos n termos,

* a, é 0 enésimo termo.

Exemplo de Soma: Para a mesma P.A com 5 termos da solugdo (2.10):

5
Ss=3(2+14)=7-16=40. (2.12)

N

2.4.2 Progressao Geométrica (P.G)

Defini¢ao: Uma Progressdao Geométrica (P.G) é uma sequéncia numérica onde cada termo, a
partir do segundo, € igual ao anterior multiplicado por uma constante chamada razao (q). Essa
estrutura Matemdtica possui caracteristicas interessantes e importantes, como a possibilidade de
calcular termos futuros a partir de informagdes iniciais. No entanto, é necessario compreender as

propriedades e aplicagdes da P.G para utiliza-la de forma eficaz em diferentes contextos.

De acordo com (SANTOS, 2019) a defini¢do apresentada pela autora Ana Paula Santos é
clara e objetiva ao explicar que uma Progressdao Geométrica (P.G) é uma sequéncia onde a razdo
entre termos consecutivos € constante. Essa defini¢do é fundamental para a compreensao desse

importante conceito matemaético.

O termo geral de uma P.G € dado por:

an=ay-¢" . (2.13)

* a, € o termo geral,
* aj é o primeiro termo,
* n € a posi¢do do termo na sequéncia,

* g é arazdo.
Exemplo: Considerando a P.G onde o primeiro termo € 3 e a razdo € 2:

e Temos 3, 6, 12,24,48, ...

¢ Calculo do 4° termo:
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ar=3-2"1=3.8=24, (2.14)
A soma dos primeiros n termos de uma P.G € dada por:
Para g # 1:
"—1
Sh=ai 1 ) (2.15)
q—1
Parag=1:
S, =a; n. (2.16)
Exemplo de Soma para a mesma P.G com 4 termos do exercicio (2.14) termos:
241 16—1
S4=3- =3. —— =45. (2.17)

2—-1 1
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3 OBMEP E ENSINO DE Matematica

Neste Capitulo apresentaremos um pouco da histéria das Olimpiadas de Matematica e
um histérico das Olimpiadas Brasileira de Matemética das Escolas Piblicas (OBMEP) que é um

dos maiores e mais importantes concursos de Matemaética do Brasil.

3.1 Histéria das Olimpiadas de Matematica

Segundo alguns historiadores, a origem das Olimpiadas de Matemdtica pode ser en-
contrada nas disputas protagonizadas por estudiosos durante o Renascimento na Itdlia. Essas
disputas eram eventos publicos anunciados por cartas bem escritas e divulgados boca a boca.
Um “estudioso"recebia um convite que logo tomava a importancia de uma convocacgdo. Havia
entdo todo um preparo pessoal por parte dos competidores. Pessoas vindas de varios lugares com
diversos interesses se aglomeravam para assistir a essas disputas e esperar que alguém se sagre
vencedor (BRAGANCA, 2013).

Nessas disputas, cada competidor desafiava o outro a resolver um problema. Apds
alguns desafios de ambas as partes, surgia o vencedor, aquele que conseguisse resolver todos
os problemas propostos e ainda conseguisse apresentar um problema que seu adversario nao

conseguiu resolver.

Em uma dessas disputas entre estudiosos de Matematica no Renascimento, houve a
divulgacdo da descoberta, por matemadticos italianos, da solu¢do de equacgdes cubicas. Essa
descoberta foi considerada, segundo Howard Eves (EVES, 2008 p. 302), “provavelmente o feito

matemdtico mais extraordindrio do século XVI".

No século X VI, o matematico italiano Scipione del Ferro (1465-1526) conseguiu resolver
algebricamente a equagio ciibica da forma x> 4+ mx = n, baseando-se em fontes arabes. Ele entdo
revelou seu método de resolucdo ao seu discipulo, Anténio Fior. Posteriormente, em 1535,
Tartaglia (Nicolo Fontana de Brescia) também anunciou ter descoberto a solucao algébrica da
equacdo ciibica na forma x> + px?> = n. No entanto, Fior ndo acreditou nessa descoberta de

Tartaglia e o desafiou para uma disputa publica envolvendo a resolug¢do de equacdes algébricas.

Aceitando o desafio, Tartaglia se preparou dedicando-se especialmente a resolugdo
da equagdo cubica sem o termo quadratico. Ao final da disputa, Tartaglia saiu-se vencedor,
pois conseguiu resolver com sucesso os dois tipos de equacdes cubicas (com e sem o termo
quadrético). A importancia da resolucio de equagdes ctibicas no desenvolvimento da Matematica
durante o Renascimento, bem como a competicao e rivalidade entre os matematicos da época

para apresentar solucdes inovadoras sdo de fato muito importantes.

No final do século XIX as Olimpiadas de Matematica ja tinham uma estrutura organizada

e objetivos bem definidos, ndo se limitando apenas a competicao. Elas visavam promover o
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interesse pela Matematica, desenvolver habilidades cognitivas e sociais nos alunos, além de
integrar a Matematica a vida pratica dos participantes, tornando-a mais significativa e aplicada.
Essa abordagem ampla e multidimensional das Olimpiadas de Matemadtica ja naquela época
evidencia a importancia desse tipo de iniciativa para o ensino e aprendizagem da Matematica
(MONTI et al., 2022).

As provas apresentavam uma estrutura variada, com provas que incluem questdes objeti-
vas e discursivas, abrangendo diferentes niveis de ensino. E tinham outros objetivos envolvidos
como a descoberta de novos talentos, a formagao de novos lideres de sociedades de Matematica e
estimulando os mesmos para desenvolver habilidades 16gicas e criativas, nos quais os alunos co-
locam em prética o conteido aprendido através de situagdes e problemas, trazendo a Matematica

para a vida do aluno.

No Brasil, temos duas competi¢cdes nacionais em destaque que sao a Olimpiada Brasileira
de Matematica (OBM) e a Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas (OBMEP),

que serdo tratadas na préxima secao.

3.2 Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM)

Olimpiada

Brasileira de
Matematica

Figura 3 — OBM.

A OBM € um projeto bem-sucedido e apoiado por importantes institui¢cdes brasileiras
como o Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) e o Instituto
Nacional de Ciéncia e Tecnologia de Matematica (INCTMat), com o objetivo de utilizar competi-
¢oes Matematicas para melhorar o ensino de Matematica e identificar jovens talentos, ndo apenas
na Matemadtica, mas em diversas dreas cientificas (OBMEP, 2024d). Os préprios organizadores

consideram essa busca por talentos precoce, e tem os seguintes objetivos:

 Utilizar competicdes Matematicas como meio de melhorar o ensino de Matematica.
* Buscar e identificar jovens talentos ndo s6 para a Matematica, mas para as ciéncias em

geral.

Essa descricao destaca a abrangéncia e a relevancia da OBM no cendrio matematico

brasileiro, com objetivos que vao além da simples competi¢do.
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Com a criacdo da secretaria no IMPA (Instituto Nacional de Matemdtica Pura e Aplicada)
para organizar e apoiar as Olimpiadas Brasileiras de Matematica (OBM), ela ampliou a Comissao
de Olimpiadas da SBM (Sociedade Brasileira de Matematica), centralizando a organizagdo da
OBM e sua logistica, como a montagem das provas, os critérios de classificacdo, o treinamento e
0 apoio a professores, alunos, escolas e universidades. Além disso, a secretaria também apoia a

participacao de alunos em competi¢cdes internacionais.

As principais mudangas e melhorias trazidas pela criacdo da secretaria da OBM no IMPA

foram:

* Centralizacdo da organizacao da OBM e sua logistica, tais como:
Montagem das provas;
Defini¢ao dos critérios de classificacao;
Organizacao do treinamento e apoio a professores, alunos, escolas e universidades.

* Ampliacdo da Comissao de Olimpiadas da SBM, ficando a secretaria responsavel por toda

a organiza¢cdo da OBM,;

* Apoio a participacdo de alunos em competi¢des internacionais, além das olimpiadas

nacionais;

* Criacdo de uma estrutura consolidada de organizagdo, apoio, comunicagdo € motivagao

para as Olimpiadas Brasileiras de Matematica.

Portanto, a criag@o da secretaria no IMPA permitiu uma melhor centralizagdo e organiza-
¢ao de todos os aspectos envolvidos na realizacdo da OBM, desde a logistica até o apoio aos

participantes, professores e escolas.

3.2.1 Estrutura da OBM

A Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) foi organizada pela primeira vez em 1979
e desde entdo passou por diversas mudancas em seu formato, chegando a configuracdo atual. A
OBM estd organizada em trés fases, com excecdo do nivel universitario, que possui apenas duas

fases.

A distribui¢do dos niveis € feita da seguinte maneira:

Nivel 1 (5° ao 7° anos do ensino fundamental)

Nivel 2 (8° e 9° anos do ensino fundamental)

Nivel 3 (ensino médio)

e Nivel universitario
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Para os Niveis 1, 2 e 3 (ensino fundamental e médio) a Primeira Fase tem provas de
multipla escolha e tem de 20 a 25 questdes com duracdo de 3 horas. Na segunda fase sao
realizadas provas objetivas e subjetivas (parte A e parte B), realizada apenas nas escolas que
enviaram relatério da primeira fase, tendo duragdo de 4 horas e 30 minutos conforme (OBMEP,
2024b). Portanto, a primeira fase consiste em uma prova de multipla escolha, enquanto a segunda
fase € uma prova mista, realizada apenas pelas escolas que participaram da primeira etapa, com

uma duragdo mais longa.

Quanto ao Nivel Universitario diferentemente dos Niveis 1, 2 e 3, a primeira fase € uma
prova discursiva com 6 problemas com duragdo de 4 horas e 30 minutos. Ja a segunda fase é

uma prova discursiva com 6 problemas com duragdo de 4 horas e 30 minutos.

3.3 Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pablicas (OBMEP)

ONJLZ oumpiapa BRASILEIRA
0 DE MATEMATICA

_\ )7 DAS ESCOLAS PUBLICAS

Somando novos talentos para o Brasil
Figura 4 — OBMEP.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) € um projeto
nacional dirigido as escolas publicas e privadas brasileiras, realizado pelo Instituto de Matematica
Pura e Aplicada (IMPA) com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM). A OBMEP
foi criada em 2005 com o objetivo de estimular o estudo da Matematica e identificar talentos na
area. Seus principais objetivos segundo (SANTOS, 2020) sao:

* Estimular e promover o estudo da Matemética;

Contribuir para a melhoria da qualidade da educagdo basica;

Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades nas dreas cientificas

e tecnoldgicas;

* Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas;

Contribuir para a integracdo das escolas brasileiras com as universidades publicas, institutos

de pesquisa e sociedades cientificas;

* Promover a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento.
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Desde a primeira edi¢do da OBMEP em 2005 até a edicdo de 2019, o nimero de alunos
inscritos na primeira fase da competicao aumentou significativamente, assim como ¢ mostrado
no site oficial da OBMEP.

Especificamente:

Em 2005, o niimero de alunos inscritos na primeira fase era de 10,5 milhdes;

Ja em 2019, esse nimero saltou para 18,1 milhdes de alunos inscritos na primeira fase.

Além disso, o percentual de municipios participantes também cresceu nesse periodo:

Em 2005, a OBMEP abrangia 93,5% dos municipios brasileiros;

Em 2019, esse percentual aumentou para 99,7%, cobrindo praticamente todo o territério

nacional.

A OBMEP premia os alunos com medalhas de ouro, medalhas de prata, medalhas de
bronze e certificados de meng¢@o honrosa, além de Bolsas de Inicia¢do Cientifica Jinior do CNPgq.
Também sdo premiados com cursos de atualizacio e aperfeicoamento. As escolas publicas sdo
premiadas com equipamentos de informaética e bibliotecas. Os municipios sdao premiados com
troféus e construg¢do de quadras de esporte. Todas essas premiagdes seguem critérios vinculados
a premiagdo e pontos obtidos pelos alunos, descritos no Item 6 do Regulamento da OBMEP
(OBMEP, 20244d).

Portanto, podemos observar que a OBMEP vem ampliando consideravelmente seu
alcance a cada ano, tanto em numero de alunos participantes quanto em abrangéncia geografica,
chegando a quase a totalidade dos municipios brasileiros em 2019. Esse crescivo aumento da
participacdo na OBMEP demonstra sua consolidagdo como uma importante iniciativa para o

estimulo, promogao do ensino e aprendizagem da Matemaética em todo o pais, (OBMEP, 2019).

3.4 OBMEP e Impacto na Qualidade do Ensino

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) desempenha
um papel crucial na melhoria da qualidade do ensino de Matemaética nas escolas publicas
brasileiras. Oferece programas de formagdo e capacitagdo para professores de Matemadtica
das escolas publicas. Esses programas, como o Programa de Iniciacdo Cientifica e Mestrado
Profissional (PROFMAT). Fornecem aos docentes novas ferramentas e abordagens pedagogicas
para o ensino de Matematica, promovendo a atualizagdo e o aperfeicoamento continuo dos
educadores. Disponibiliza um vasto acervo de materiais didaticos, incluindo provas anteriores,
bancos de questdes, videoaulas e apostilas, que podem ser utilizados pelos professores em sala
de aula. Esses recursos ajudam a diversificar as estratégias de ensino e a oferecer atividades mais

desafiadoras e envolventes para os alunos.
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A OBMEP desperta nos alunos um interesse maior pela Matematica, incentivando-os
a se dedicarem mais ao estudo dessa disciplina. Esse interesse renovado se traduz em um
maior envolvimento nas aulas e, consequentemente, em melhores notas e compreensao dos
conteddos. Além de ajudar a identificar talentos em Matematica que, de outra forma, poderiam
passar despercebidos. Os alunos medalhistas sdo incentivados a participar de programas de
iniciacao cientifica, como o Programa de Iniciacdo Cientifica Jr. (PIC Jr.), que oferece uma
formacdo avangada e personalizada. Esses programas ajudam a desenvolver as habilidades desses
estudantes e a prepara-los para futuras carreiras académicas e profissionais na drea. Assim

contribuindo para a valorizacdo do ensino de Matematica nas escolas publicas.

Destaca-se também que o sucesso dos alunos na Olimpiada traz reconhecimento e
prestigio para a escola, incentivando uma cultura de exceléncia académica, promovendo o envol-
vimento da comunidade escolar, incluindo pais, professores e gestores, no processo educacional.
Esse engajamento € fundamental para a criagdo de um ambiente de apoio e incentivo ao apren-
dizado, e inclusdo social ao oferecer oportunidades iguais para todos os estudantes de escolas
publicas participarem e demonstrarem seu potencial em Matematica, independentemente de sua

origem socioecondmica ou localizacdo geografica (GONTIJO H, 2015).

Segundo Selbach, deixar o aluno com curiosidade e motivado para aprender tal disciplina
¢ um grande desafio para o professor e essa motivacao passa por sugerir perguntas misteriosas e
desafios que incentivem a curiosidade e a inteligéncia do aluno. Possibilitar meios e ferramentas
para fortalecer a capacidade de respostas e ajudar os alunos a relacionarem descobertas as
emocdes para manterem em suas lembrangas. A motivacdo do grupo de alunos como um todo
¢ muito poderosa e impacta na motivacao individual de cada aluno. Da mesma forma, um
grupo de alunos motivados, estimula também os professores e instituicdes de ensino a seguirem
assim. E importante reconhecer os avancos e éxitos dos alunos, dentro e fora de sala de aula.
O reconhecimento do esfor¢o de quem estd aprendendo € um segredo a mais para a motivagao
educacional (SELBACH, 2010).

Os alunos premiados pela OBMEP passam a ter acesso a um novo mundo,
no que sdo incentivados a aprofundar os estudos. Convidados a participar do
Programa de Iniciacdo Cientifica Jr. (PIC), os medalhistas comparecem as
aulas de Matematica em instituicdes de ensino superior da sua regido e os
estudantes de escolas ptiblicas recebem uma bolsa de R$ 100. Em casos de
familias de baixa renda, o auxilio cobre a mensalidade de internet da casa ou
outros materiais de estudo (OBMEP, 2024c).

Dentro dessa perspectiva, nosso objetivo foi conduzir um estudo de caso em uma escola
publica da cidade de Estreito - MA, com o intuito de investigar como o ensino de contetidos de
Teoria dos Nimeros no Ensino Médio contribuem para a preparacdo dos alunos para a OBMEP.
Buscamos identificar quais elementos desse ensino sao eficazes na formacao dos estudantes e se

este ensino possibilita uma boa preparacdo para a OBMEP.
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4 METODOLOGIA

Conforme abordado no Capitulo 3, para realizacdo do questiondrio (apéndice A), realiza-
mos uma andlise detalhada das edic¢des entre 2013 e 2023 da OBMEP, pois a edi¢do 2024 ainda
nao havia sido realizada, tendo foco especial nas questdes relacionadas a Teoria dos Numeros.
Nossa proposta foi realizar um estudo de caso com alunos do terceiro ano Ensino Médio do
Centro de Ensino Frei Gil, localizada na cidade de Estreito - MA. Para a realizacdo de nosso
estudo, fomos atendidos prontamente pela coordenacao da escola que nos deu total apoio. A
escola funciona no periodo matutino e vespertino possuindo 589 alunos matriculados com turmas

do primeiro ao terceiro ano.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) ndo foi realizada
para o ensino médio nos anos de 2020 e 2021 devido a pandemia de COVID-19. A pandemia
causou grandes interrup¢des nas atividades escolares em todo o pais, o que impactou a capa-
cidade de realizar eventos presenciais, como as provas da OBMEP, que exigem uma logistica

significativa e a participagao de um grande nimero de estudantes em ambientes escolares.

Em 2020, devido a gravidade da situacdo pandémica e a necessidade de medidas de
distanciamento social, a OBMEP foi suspensa para garantir a seguranca dos alunos, professores
e organizadores. J4 em 2021, mesmo com o avango da vacinagdo e a retomada gradual das
atividades escolares, a OBMEP ainda enfrentou desafios operacionais e de seguranga sanitdria, o

que levou a decisdo de ndo realizar a competi¢do para o ensino médio nesses anos (ACO, 2020).

O objetivo da pesquisa foi investigar como o ensino de Teoria dos Niimeros contribui
para a preparagao dos alunos para a OBMEDP, realizada por meio de questiondrios referentes ao
nosso tema. O questiondrio foi aplicado dia 17 de junho de 2024, com 10 questdes e uma questdo
teste para os alunos, sendo também aplicado um questiondrio para o professor responsdvel pelas

turmas, conforme apéndice B.

A pesquisa foi realizada com 117 alunos do 3° ano do Ensino Médio, em um total de
quatro turmas, sendo duas turmas no periodo matutino e duas turmas no vespertino, de forma
que cada aluno respondeu um questiondrio de perguntas fechadas; e um pequeno questionario
também foi aplicado ao professor responsavel pelas turmas. Esse questiondrio encontra-se na
secdo de apéndices. O questionario foi aplicado individualmente sem auxilio de outros meios
que pudessem intervir nos resultados. Escolhemos as turmas do 3° ano, justamente por conta
deles ja estarem no ultimo ano do ensino basico, pois os conteidos de Teoria dos Nimeros sao
estudados durante todo o ensino médio, assim esses alunos ja teriam visto os conteidos que

seriam trabalhados.

No questiondrio, elaboramos questdes que avaliam o conhecimento em Teoria dos

Numeros, incluindo exemplos de algumas edi¢des anteriores da OBMEP. As questdes foram
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formuladas de maneira acessivel para garantir que refletissem de forma precisa o nivel de
compreensdo dos estudantes. Esta abordagem foi adotada para assegurar que o questionario fosse

tanto desafiador quanto compreensivel, refletindo a realidade percebida pelos participantes.

Figura 5 — Sala de Aula.

Aplicacdo dos questiondrios foi cuidadosamente planejada para garantir que os dados
coletados refletissem de maneira fiel o nivel de compreensdo dos alunos sobre Teoria dos
Numeros. A escolha por perguntas fechadas permitiu uma anélise quantitativa objetiva, enquanto
a inclusdo de exemplos praticos, ja vistos em edi¢des anteriores da OBMEP, buscou assegurar a
relevancia e aplicabilidade dos contetudos avaliados. Os resultados desse levantamento servirdo
ndo apenas para avaliar a eficdcia do ensino atual, mas também para orientar futuras intervencoes
pedagdgicas que visem aprimorar o desempenho dos alunos tanto na OBMEP quanto em seus

estudos regulares.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo, iremos analisar os dados que coletamos ao fazer o levantamento de quais
contetidos foram abordados com mais frequéncia na OBMEP entre os anos de 2013 e 2023, além
de fazer uma andlise dos questiondrio que foi aplicado aos alunos e ao professor da Escola de

Ensino Médio.

5.1 Anadlise de questoes da OBMEP

Como mencionado anteriormente, nesta se¢do, apresentaremos os conteidos de Teoria
dos Numeros abordados na OBMEP por meio de gréficos e discutiremos algumas das questdes

analisadas.

Em 2013 das 26 questdes analisadas entre primeira e segunda fase, encontramos 6

questdes com conteddos de Teoria dos Nimeros conforme a Figura 6.

OPERACOES COM NUMEROS DIVISIBILIDADE ANALISE COMBINATORIA
INTEIROS

Figura 6 — Contetidos Abordados 2013.

Uma das questdes era a seguinte:

(OBMEP_2013-N3) Marcos fez cinco provas de Matematica. Suas notas, em ordem
crescente, foram 75, 80, 84, 86 e 95. Ao digitar as notas de Marcos na ordem em que as provas
foram realizadas, o professor notou que as médias das duas primeiras provas, das trés primeiras,
das quatro primeiras e das cinco provas eram nimeros inteiros. Qual foi a nota que Marcos tirou

na ultima prova?

Habilidades necessarias para resolver o problema: O aluno precisa ter capacidade de

somar e dividir nimeros e Raciocinio Légico para testar diferentes possibilidades e condicdes.
Resolucao

Na tabela abaixo mostramos os restos da divisdo das notas por 3 e por 4
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75180 |84| 86|95
Resto daDivisdopor3 0 | 2 | O | 2 | 2
Resto da Divisdopor4 3 | 0 | O | 2 | 3

Como a média das trés primeiras notas € um numero inteiro, vemos que a soma das trés
primeiras notas € um multiplo de 3. A consulta a tabela mostra que a Unica maneira de somar
trés restos na primeira linha de modo a obter um multiplo de 3 corresponde as notas 80, 86
e 95; logo, essas foram (ndo necessariamente nessa ordem) as trés primeiras notas. De modo
analogo, o fato de que a soma das quatro primeiras notas é um multiplo de 4 mostra que essas
notas devem ser 75, 86, 95 e uma entre 80 ou 84, que correspondem a Unica maneira possivel de
somar quatro numeros da segunda linha e obter um multiplo de 4. Mas ja sabemos que 80 € uma
das trés primeiras notas.

Logo as quatro primeiras notas foram 75, 80, 86 e 95 e a ultima nota foi 84.

O

Jano ano de 2014 foram 5 questfes com conteddos de Teoria NUmeros, conforme mostra
a Figura 7.

Figura 7 — Conteudos Abordados 2014.

Uma das questdes trabalhadas nesse ano foi:

(OBMEP_2014-N3) O simbolon! é usado para representar o produto dos nimeros
naturais de 1 a, isto é,n! =n-(n—1)...-2-1. Por exemplo4d! =4.3-2-1=24. Sen! =
215.3%.53.72.11.13, qual é o valor de?

Habilidades necessarias para resolver o problema: Entender o conceito de fatorial e

como ele é calculado, ser capaz de fatorar nUmeros em seus componentes primos, além de saber
contar multiplos de um nimero até um determinado limite.

Resolucao



